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1 Mengen

1.1 Grundlegende Notationen
= Gleichheitszeichen
= linke Seite wird durch rechte Seite definiert

=: rechte Seite wird durch links Seite definiert

a = b Aussage a impliziert Aussage b

a7 b Aussage a impliziert nicht Aussage b

a:b Ausdruck a wird durch b definiert

a<b Ausdruck a ist dquivalent zu Ausdruck b

A und zugleich

\Y oder

- nicht

< kleiner

AUB Menge A vereinigt mit Menge B

ANB Schnittmenge/Durchschnitt von Menge A und Menge B
P(A) Potenzmenge von Menge A - Menge aller Teilmengen von A
reA z Element von A

#A die Michtigkeit von A, Anzahl der Elemente von A

ACB Menge A Teilmenge von Menge B; x € A — z € B
BDA = ACB

A\B Komplement von B in A; {r € Alr ¢ B} ={x € A:z ¢ B}
Ax B Kartesisches Produkt der Mengen A und B;

Ax B:={(z,y)lr € A,y € B}
V(reA fir allex € A
J(x e A es existiert ein x € A

N:={1,2,3,...}
Np:={0,1,2,3,...} = NU {0}
Z:=1{.,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Q:={tlpeZ,qeN}

[a,b] :={rxr eR|a<xz<b}

(a,b) :={zreR|a<z<b}

alb  a ist Teiler von b fiir a,b € N



R. =R {zeR|z >0}
Rs =R{ {zeR|z>0}

1.2 Beispiele
L.a’?=1sz=1Aberz=1=22=1
2. (a<b) & (a<b)V(a=Db)
3. (a>b): & (b<a)
4. 2-y>0% (x>0)A(y >0)
5. re AUB & (x € AV € B)
6. A={1,2,3},P(A) ={o,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, A}
7. Z\No={-1,-2,-3,...}
8. ZxN={(p,q)lp € Z,q € N}
9. A:={1,2}AB := {-1,0,1} = AxB={(1,-1),(1,0),(1,1),(2,-1),(2,0), (2, 1)}

10. C={zeR|l-1<z<1}
— AxC={1a)re[-1,1}U{(2 )z e[-1,1]}

RS
| |

5

11. A:={1,2,3},B := {a,b}
Ax B ={(1,a),(2.a),(3,a),(1,b),(2,0),(3,0)}

2 Abbildungen

2.1 Definitionen und Notationen

Eine Abbildung f zwischen zwei Mengen A und B ist eine Vorschrift,
die jedem Element a € A genau ein Element b € B zuordnet. Man
schreibt dann f: A — B,a +— f(a).

A heifit Definitionsbereich; B heifit Zielmenge.

Ist Ag C A, dann heiit f(Ag) := {f(z)|x € Ao} C B das Bild von Ay
unter f. f(A) heiit das Bild oder der Wertebereich von f.



2.2

b)

c)

2.3

2.4

Ist By C B, dann heifit f~1(By) = {x € A|f(z) € Bo} das Urbild von
By unter f.

Ist # € B, so schreibt man kurz: f~!(x) := f~1({z}). (Vorsicht: f~!
ist im Allgemeinen keine Abbildung.)

Gr={(z, f(z))|lx € A} C A x B heiBt der Graph von f.

Notation und Beispiel

Ist A eine Menge, so ist die Identitdt f = ida : A — A,a — a eine
Abbildung mit Wertebereich A. Der Graph von f ist die Diagonale in
Ax A, dh. Giq, = {(a,a)|la € A}. Fiir a € Aist f~1(a) = a.

Ist Ay C A eine Teilmenge, so ist die Inklusion f = j: Ag — A,a+— a
eine Abbildung mit Wertebereich Ag. Fiir a ¢ Ag ist f~(a) = 0.

Ist B eine weitere Menge, so ist die Projektionpr : AxB — A, (z,y) —
x eine Abbildung mit Wertebereich A. Fiira € Aist f~1(a) = {(a,b)|b €
B}.

Definitionen (Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitit)
Seien A und B Mengen. Eine Abbildung f: A — B heifit
injektiv = (f(z) = fly) = z=1y)

surjektiv < Fiir jedes y € B existiert ein x € A mit f(z) =y
bijektiv == f ist surjektiv und injektiv

FEine Abbildung f : N — A heifit eine Folge in A. Eine Abzdhlung
von A ist eine bijektive Abbildung f : N — A. Eine Menge A heifit
abzihlbar, falls A nur endlich viele Elemente besitzt (#A4 < oo) oder
eine Abzahlung von A existiert.

Beispiele

. Ist A eine Menge, so ist die Identitét: id4 : A — A, a — a bijektiv.

Ist Ag C A, dann ist die Inklusion j : Ag — A,a — a injektiv, aber
fiir Ag # A nicht surjektiv.

Sind A, B Mengen, so ist die Projektion p : A x B — A, (a,b) — a
surjektiv, aber nur dann injektiv, falls B aus genau einem Element
besteht.

f: N = N,n — 2n ist injektiv, aber nicht surjektiv, denn fiir n
ungerade ist f~1(n) = (.



5.

10.
2.5

a)

b)

c)
d)

2.6

2.7

n
] _ 5 n gerade . 1 .
f: N = N, f(n) { n;rl n ungerade ist surjektiv, aber nicht
injektiv.
f:N—=Z f(n) = 2 n gerade ist eine Bijektion, also ist
' ’ | %% noungerade J ’

Z abzahlbar.
Die Abbildung Z xN — Q, (p,q) — % ist surjektiv, aber nicht injektiv.
Die Abbildung

(p,q) wobei ggT(|p|,¢) =1 und £ #0

(0,1) fir 2 =

Q—>Z><N,§|—>{

ist injektiv, aber nicht surjektiv.

N x N ist abzéhlbar. Fiir £ € N sei n € Ny durch n(n +1)/2 < k <
L n(n+1 n+1)(n42
(n+1)(n+2)/2 gegeben. Setze f(k) := (k— (2 ) ( )2( )—k‘—i—l).

Analog ist auch Z x N abzéahlbar.

Bemerkung

Ist X eine abzihlbare Menge, so ist auch jede Teilmenge von X abzéhl-
bar

Existiert eine Bijektion X — Y und ist X abzdhlbar, so auch Y.
Aus a), b) und 24110 folgt: Q ist abzihlbar.

R ist nicht abzahlbar.

Definitionen (Komposition, Inklusion, inverse Abbildung)

Sind f : A — B,g : B — C Abbildungen, so bezeichnet man mit
gof:A—C (go f)(x):=g(f(x)) die Komposition von g und f.

Ist Ag C A,j: Ao — A die Inklusion, so schreibt man auch f|A statt
foj. flAo heiBBt die Einschrinkung von f auf Ap.

Ist f: A — B bijektiv, dann heifit die Abbildung ¢ : B — A mit
go f=1id4 und f o g = idp die inverse Abbildung zu f. Man schreibt
auch g = f~1.

Bemerkung

Man zeigt leicht, dass es stets nur eine inverse Abbildung gibt, also f~!
eindeutig bestimmt ist.



2.8 Notation und Definition

Ist M, = {1,2,...,n}, dann heift eine Bijektion M, — M,, eine Permuta-
tion. Die Menge aller Permutationen von M,, bezeichnet man mit S(n) und
heifit die symmetrische Gruppe.

Fir f € S(n) schreibt man

1 2 3 ... n
( fA) f2) f@3) ... f(n) )
Eine Permutation, die alle bis auf 2 Elemente festlasst und diese vertauscht,
heif3t Transposition. Die Transposition, die ¢ und i+ 1 vertauscht, bezeichnet

man mit 7;, also
o 1 ... 1 i+1 ... n
N N A A O O

2.9 Beispiele
S(1) = {idg,y }
S(2) = {idg1 2y, 71}

. 1 2 3 1 2
1 2 3 1 2 3 1
32 1)\ 2 3 1)'\'3
1 2 3
ren= < 31 2 >

2.10 Notiz

Fiir jede Transposition 7 gilt: 7 o7 =: 72 = id, also 77! = 7.

3 Relationen

3.1 Definition

Unter einer Relation R auf einer Menge M versteht man eine Teilmenge
R C M x M. Eine Relation heif3t

a) reflexiv, falls fiir alle a € M gilt (a,a) € R;
b) symmetrisch, falls aus (a,b) € R auch (b,a) € R folgt;
¢) transitiv, falls aus (a,b) € R und (b,¢) € R auch (a,c) € R folgt.

Eine Aquivalenzrelation auf M ist eine reflexive, symmetrische transitive
Relation auf M.



3.2 Beispiele

a) R={(z,z)|x € A} ist eine Aquivalenzrelation auf A.

b) R = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} ist eine symmetrische Relation auf R,
aber keine Aquivalenzrelation.

c) R= {((:L'l,acg), (yl,yg)) € R* | z1 = y;} ist eine Aquivalenzrelation
auf R2.

d) R={(z,y) € R? |z < y} ist eine transitive Relation auf R.

3.3 Notation

Ist R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, so schreibt man z ~ v,
falls (x,y) € R. Die Menge

2] :={2' € A|z~2'}

heiflt Aquivalenzklasse von x, und x’ heiBt Reprisentant der Aquivalenzklas-
se [z], falls 2/ € [z]. Der Modulraum X/ ~ ist durch X/ ~:= {[z] | z € X}
gegeben.

3.4 Beispiele
a) R={(r,z) € Ax A|z € A}. Dann ist [z] = {z}.

b) R = {((z1,72), (y1,92)) € R* | x1 =y }. Dann ist fiir alle z1,2',3 € R

(xlvx/) ~ (xhy,)
und [(a1,22)] = {(x1,9) € R*|y € R}.

3.5 Definition

Sei X eine Menge. Dann heifit eine Teilmenge R C (X x X)) eine Ordnungs-
relation oder totale Ordnung auf X, falls gilt:

1. R ist transitiv, d.h. ist (x,y) € R und (y,2) € R, so ist (z,2) € R.

2. Fiir a,b € X mit a # b gilt stets genau eine der beiden Moglichkeiten:
(a,b) € R oder (b,a) € R.

3. (a,a) € R fiir alle a € X.

Man sagt, X ist durch R total geordnet. Schreibt man a < b < (a,b) € R,
dann spricht man auch von der Ordnung <.



3.6

Beispiele

a) R ist durch < total geordnet: R = {(z,y) € R x R|z < y}

b) R ist auch durch > total geordnet.

4 Beweistechniken

4.1

Direkter Beweis

Beispiel: Es gilt 2 > 2 fiir alle n > m > 0.

Beweis: Sei n > m > 0. Dann gilt

nm+n > nm+m, also n(m+1) > m(n+1).

Da n > 0 folgt daraus:

4.2

m+1 m
> — O
n+1 n

Beweis durch vollstindige Induktion

Diese Beweistechnik wird in folgender Situation angewandt:
Es sei ng € Z, und fiir jedes n € Zy mit n > ng eine Aussage 2(n) gegeben.
Zu zeigen ist: A(n) ist wahr fir alle n > ng. Meist ist ng = 1 oder 0.

Beispiele zur Anwendung dieser Beweistechnik

Zeige fiir allen € N: 1+ 2+ +n = In(n+1).
Zwischen 2 Mengen mit n Elementen gibt es genau n! Bijektionen.

Fiir h > —1 und n € Ny gilt die Bernoullische Ungleichung: (1+h)™ >
1+ hn.

Fiir a,b € R und n € Ny gilt die binomische Formel: (a + b)" =
ko (R)atb" .

Jede Permutation kann als Komposition von Transpositionen geschrie-
ben werden.

Die Beweismethode beruht auf folgender Tatsache

Sei W C Ny eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen, mit folgenden Eigen-
schaften:

1.

2.

ng € W fiir ein ng € Ny

neW = (n+1)eW



Dann gilt W 2 {ng,no + 1,no +2,...} = No\{0,1,...,n9 — 1} = {n €
N|n > ng}. Daraus erhélt man mit W = {n € N|2(n) ist richtig} folgendes
Beweisschema:

1. IB (Induktionsbeginn) Zeige: Die Behauptung ist richtig fiir n = ny.
2. TA (Induktionsannahme): Sei n > ng und 2((n) wahr.
3. IS (Induktionsschritt): 2(n) wahr = A(n + 1) wahr.

2. und 3. konnen zusammengefasst werden: IA+IS. Ist 2((n) wahr, so folgt
auch 2A(n + 1).

Beweis von Beispiel a)
IB: Behauptung ist offensichtlich wahr fiir n = 1.
IA: Sei n > ng und 2A(n) wahr.
IS: Dann gilt auch A(n + 1), denn:

1+ +n+n+1) = snn+1)+n+1)

n+1)(3n+1)
(n+1)(n+2)

Il
D= N =

Beweis von Beispiel b)
IB: Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir n = 1.
IA: Die Behauptung sei richtig fiir ein n € N.

IS: Seien X, Y zwei Mengen mit n + 1 Elementen. Sei g € X. Dann
gibt es nach IA fiir jedes yop € Y genau n! Bijektionen zwischen X \{z¢}
und Y'\{yo}, denn X\{zo} und Y\{yo} bestehen aus n Elementen.
Also gibt es fiir jedes yg € Y genau n! Bijektionen zwischen X und
Y, die xg auf yg abbilden. Da yg € Y beliebig gewahlt werden kann
und Y aus n + 1 Elementen besteht, gibt es (n + 1) - n! = (n + 1)!
Bijektionen zwischen X und Y. O

4.3 Beweis durch Widerspruch
Wir nutzen folgende Aquivalenz der Implikationen aus:
A = B)e (B = 2

-8B — —2A heifit die Kontraposition zu B — 2.



Beispiel:

a) Wenn es regnet, ist die Strafie nass.
Kontraposition: Wenn die Strafle nicht nass ist, regnet es nicht.

b) (x>0Ay>0)=z-y>0.
Kontraposition: -y < 0= (z <0V y <0).

Beachte:

1. Das V ist nicht ausschlieffend.
2. In Aussage und Kontraposition steht nur ein =, kein <.

Die Form des Beweises ist entweder:

Angenommen =B AN = ... = Widerspruch. O
oder:

Angenommen —B... = —2. : Widerspruch. O
Beispiel:

Behauptung: Es gibt kein a € Q mit a> =2 (a> =2 = a € Q).

Beweis:

Angenommen a®> = 2 und a € Q.

Dann existieren (p,q) € Z x N,;p # 0 mit a = o 99T (|pl, q) = 1.

Also ist 2¢% = p?. Also ist p? gerade, also auch |p| gerade. Also ist p? durch
4 teilbar, also ist ¢? gerade, also ist auch q gerade, also ist gg7'(|p|,q) # 1.
Widerspruch. O

4.4 Allgemeine Bemerkung zum Beweisen

Schreiben Sie stets ganze Sétze und verbinden Sie Rechnungen durch —
oder <=>. Formulieren Sie Voraussetzung und Behauptung klar. Um 2 <~
B zu zeigen, ist es oft glinstig, A = B und B — A getrennt zu zeigen.

5 Gruppen und Korper

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Gesetzméfigkeiten, denen die Addition
und Multiplikation auf den Zahlenmengen gehorchen, zu prézisieren und zu
verallgemeinern. Fiir die Addition in den rationalen Zahlen gelten folgende
Gesetze:

Fiir alle a,b, c € Q gilt

(a+b)+c = a+(b+c) (Assoziativitit)
a+b = b+a (Kommutativitét)
0+b = b (0 ist Neutrales)



Weiter gilt: Fiir alle a € Q existiert ein b € Q mit a +b = 0 (némlich

b=

5.1

—a), dieses b ist Inverses zu a.

Definition (Assoziativitiit, neutrales und inverses
Element, abelsche Gruppen)

Unter einer Gruppe (G, *) versteht man eine Menge G zusammen mit einer
Abbildung: G x G — G, (a,b) — a * b mit folgenden Eigenschaften:

1.
2.

(axb)*xc=ax(bxc) fir alle a,b,c € G (Assoziativitit).

Es existiert ein neutrales Element n € G, d.h. es existiert ein n € G,
so dass fiir alle a € G gilt: n xa = a.

Zu jedem a € G existiert ein inverses Element a* € G, d.h. ein Element
a* € G mit a* *xa =n.

FEine Gruppe heifit abelsch, wenn fiir alle a,b € G gilt: a xb = b * a.

5.2

5.3

Notation

Ist klar, welche Verkniipfung * gemeint ist, spricht man auch von der
Gruppe G statt von (G, *).

Ist G abelsch, so schreibt man statt ,*“ oft ,+%, statt ,,n“ oft ,0¢
und statt ,,a*“oft ,—a“.

Schreibt man statt ,*“,-“

1«

, 8o schreibt man (meist) statt ,n“,1“und

statt ,a*“ ,a”'“ oder B

Beispiele

(N, +) und (Ng, +) bilden keine Gruppen, da [l 3. nicht erfiillt ist.
(Z,+),(Q,+) und (R,+) bilden Gruppen, welche auch abelsch sind:
Das neutrale Element n ist 0 und das Inverse zu a ist a* = —a.
(R™,+), wobei

V1 w1 U1 + w1
+ : =
Un Wn, Un + Wy

ist eine abelsche Gruppe.

M(n x k,R) = {(aij)i v |4y € ]R} mit der Addition
k

G=1...

~—

(aij)ij + (bij)iy = (aij + bij)i;

ist eine abelsche Gruppe.
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5. (Q,) ist keine Gruppe, denn 0 hat kein Inverses.

6. (Q\{0},-) ist eine abelsche Gruppe, denn das neutrale Element ist
1 € Q, und fiir 0 # ¢ ist é das Inverse zu ¢. Ebenso ist (R\{0}, -) eine
abelsche Gruppe.

7. {f:R =R}, +), wobei (f1 + f2)(x) = fi(z) + fa(z) ist eine abelsche
Gruppe.

8. (Z\{0},-) ist keine Gruppe, weil 5.1} 3. nicht erfiillt ist.

9. Die symmetrische Gruppe (S(n), o) mit der Komposition als Verkniipfung
ist eine nichtabelsche Gruppe.

10. Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen mit der Matrizenmultipli-
kation bildet eine nichtabelsche Gruppe G'L(n,R), (vergleiche Ubun-

gen).
11. Verallgemeinerung von 9.:
Ist X eine Menge G := Bij (X) := {f : X — X | f bijektive Abbildung},
so ist (G,o) eine Gruppe. Im Allgemeinen ist diese Gruppe nicht-
abelsch.
5.4 Bemerkung (Eindeutigkeit neutraler/inverser Elemente)

5.4.1 Rechtsinverses gleich Linksinverses

Ist a* das inverse Element von a, so folgt (auch in nichtabelschen Gruppen!)

stets: a x a* = n, denn ist a** das Inverse Element zu a*, so gilt:
axa*=(a"xa")xaxa*=a" x(a"*xa)xa* =a"xa* =n

Analog folgt: Inverse Elemente sind eindeutig bestimmt, fiir das neutrale
Element gilt stets a *xn = a, und a** = a.

5.4.2 Eindeutigkeit des neutralen Elements

Ist (G, ) eine Gruppe, so ist das neutrale Element n eindeutig bestimmt:
Ist m ein weiteres Element m € G, mit m*xa = a fiir alle a € G, so existiert
ein m* € G mit m *x m* = n, also

m=mn*m=(m*xm")*m=mx*(m"*m)=mx%n=n.

Das erste Gleichheitszeichen gilt, da n neutral, das letzte, da m neutral ist.

5.5 Definition

Ist (G,*) eine Gruppe, Go C G eine Teilmenge, so heift Go C G eine
Untergruppe, falls (Go, ) wieder eine Gruppe ist.

11



5.6 Bemerkung

Eine Teilmenge Gy C G einer Gruppe (G, ) ist eine Untergruppe, falls gilt:
1. n € Gp.
2. Ist g € Gy, so auch g* € Gp.

3. Ist g1, 92 € G, so auch g1 x g2 € Gy.

Ist #Gg < 00, so kann man dies leicht mit einer Verkniipfungstabelle
iberpriifen, in der g; x g; fiir alle g;, g; € G aufgefiihrt sind.
5.7 Beispiele
a) Z C R ist Untergruppe von (R, +).
b) N C Z ist keine Untergruppe von (Z,+).

d = ({—1,+1},-) € (R\{0},-) ist eine Untergruppe.

)
)
¢) Z\{0} C R\{0} ist keine Untergruppe von (R\{0},)
) Z
) S':={z€C||z| =1} ist Untergruppe von (C\{0},").

[§]

5.8 Definition
Sind (G, %) und (H,*) Gruppen. So heifit eine Abbildung f: G — H
Homomorphismus, falls f(g1 * g2) = f(g1) * f(g2) fiir alle g1, g2 € G gilt.
5.9 Beispiele

a) f:7Z — Z,z+— 2z ist ein Homomorphismus.

b) f:R — Ry, 2z — e ist ein Homomorphismus von (R, +) nach (R, ),
denn f(x +y) ="V =e"e¥ = f(x) - f(y).

c) f:Z — Z,z+ z+ 1 ist kein Homomorphismus, denn f(z1 + 22) =
a1t 22+ 1= f(z1) + fz2) - 1.

d) sign : S(n) — Zg,sign(o) =[], w ist ein Gruppenhomomor-

phismus. (Beweis als Ubungsaufgabe.)
5.10 Bemerkung

Ist f : G — G2 ein Homomorphismus und sind ny € Gi,ny € Go die
neutralen Elemente in G; und G, so ist f(n1) = ng, denn

f(g) = f(m*g) = f(m) * f(g)-
Weiter gilt f(g*) = (f(g))*, denn
f(g%) = fg) = f(g" xg) = f(n1) = na.

12



5.11 Definition (des Korpers)

Unter einem Kdrper versteht man ein Tripel (K, +,-) bestehend aus

1. einer abelschen Gruppe (K, +) mit neutralem Element 0
und

2. einer abelschen Gruppe (K\0, ) mit neutralem Element 1,

sodass fiir alle a,b, ¢ € K das Distributivgesetz gilt:

a-(b+c)=ab+ac

5.12 Beispiel
1. (Q,+,) ist ein Koérper, ebenso (R, +,-), (C,+, ).

2. Weitere Beispiele in den Ubungen.

5.13 Bemerkung

In einem Korper gilt stets: 0-x =0, dennx =1-2=(1+0)x =2 +0-x,
und (-1)-2=—-2,denn 0=0-2 = (1 +(-1)) -2 = v+ (—1) - z fiir alle
z e K.

5.14 Definition (von geordneten Kérpern)

Ein Korper (K, +,-) mit einer totalen Ordnung R auf K heifit geordneter
Korper, falls gilt:

1. Ist (z,y) € R, so auch (z +a,y+a) € R fiir alle a € K.

2. Ist (z,y) € R und (0,a) € R, so ist auch (az,ay) € R.

5.15 Beispiel

(Q,+,-) mit der Ordnung (z,y) € R <= x < y ist ein geordneter Korper.
Ebenso ist R mit dieser Ordnung ein Korper.

5.16 Bemerkung (zu geordneten Korpern)

a) In einem geordnetem Korper gilt stets: (0,z) € R < (—x,0) € R,
denn (0,z) € R< (—x +z,2) € R< (—2,0) € R.

b) (0,22) € R, falls x # 0, denn entweder

(0,z) € R, dann folgt aus B.I4 2. (0,22) € R, oder
(z,0) € R, dann ist (0, —x) € R, also (0, (—z)?) = (0,2%) € R.
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5.17 Folgerung

Auf C existiert keine totale Ordnung auf R, so dass C ein geordneter Korper
ist.
Beweis:

Angenommen R wire eine totale Ordnung, die [B.14], 1. und B.14 2. erfiillt.
Dann wiire nach[5.16] b) (0,1) € Rund (0, —1) € R, da 1> = 1 und i = —1,
also wire nach[5.16] a) (0,1) € R und (1,0) € R im Widerspruch dazu, dass
R totale Ordnung ist.

5.18 Definition

Ist (K,+,") ein durch R geordneter Koérper, dann schreibt man

xz (0,x) €R
|| :== 0 z=0
—x (2,0) €R

und nennt |z| den Betrag von z.

5.19 Bemerkung
Es gilt fiir alle z,y € K:

1. (0,|z]) € R, falls = # 0.
2. Ja -yl = [a] - |y|.
3. Entweder |z + y| = |z| + |y| oder (|z + yl,|z| + |y|) € R.

Beweis:
1) Folgt sofort aus 516 a).

2) Ist (0,z) € R und (0,y) € R, so auch (0, - y) nach 5.14] 1.
Ist (x,0) € R und (0,y) € R, so ist (x-y,0) € R, also |z| |y| = —zy
und ebenso |z - y| = —x - y. Genauso folgt die Gleichung fiir (0,z) € R
und (y,0) € R.
Ist (z,0) € Rund (y,0) € R, soist |z| |y| = z-y. Ferner ist (0, —x) € R
und (0, —y) € Rund (0, (—z)(—y)) = (0,z-y)) € R, also |x-y| = = - .
Ist z=0o0der y=0,soist |z -y|=0=|z| |yl

Fall 1: (0,2) € R, (0,y) € R.
Dann ist (0,z +y)) € R nach5.14] 2, also |z +y| =z +y = |z| + |y|.

Fall 2: (z,0) € R, (y,0) € R
Dann ist (x +y,0) € R, also |[x +y| = —z —y = |x| + |y|.
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Fall 3a: (z,0) € R,(0,y) € R und (z +y,0) € R.
Dann ist |z +y| = —x —y und |z| + |y| = y — z. Da (0,y) € R, ist
(—y,0) € R, also (—y,y) € R, also (Jz+y|, |z| + |y|) € R nach 514] 2.

Fall 3b: (z,0) € R,(0,y) € Rund (0,z+y) € R.
Dann ist [z +y| =z +y und |z| + |y| = y — 2. Da (z, —x) € R, ist also
(lz +yl ], ly]) € R.

Fall 4: (0,y) € R, (z,0) € R folgt analog zum Fall 3.

Fall 5: Ist = 0, so ist | + y| = |y| = |z| + |y|, ebenso fiir y = 0. O

6 Komplexe Zahlen

6.1 Definition und Satz (komplexe Zahlen)
Die Menge R x R zusammen mit Addition +:

(z1,91) + (z2,92) = (¥1 + 22,91 + ¥2)

und der Multiplikation -:

(901,91) : (1‘2792) = (901 “To— Y1 Y2, 1 Y2 + T2 Y1)

bildet einen Korper, den Korper der komplexen Zahlen. Das neutrale Ele-
ment der Addition ist durch (0,0) gegeben, das neutrale Element der Multi-
plikation ist durch (1,0) gegeben. Wir bezeichnen diesen Korper als Korper
der komplexen Zahlen mit C und fassen R C C mittels j : R — C,x — (z,0)
auf. Statt (z,y) schreibt man dann x + iy.

- Das Inverse der Additon zu z + iy ist durch —z — iy gegeben.

- Das Inverse der Multiplikation zu x + iy ist durch ;;r;’? gegeben.

6.2 Notation

Wir schreiben ¢ = (0,1) und (a,b) =: a + bi, also
i2=—-1=-140i

und

(ay +ib1)(ag +ibs) = ayag + i%b1by + i(bras + a1bs)
= ajaz — bibs + i(braz + aibs)

6.3 Bemerkung

Es gibt keine Ordnungsrelation auf C, so dass C ein geordneter Korper wird,
vergleiche B.171
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6.4 Notation (komplex konjugierte, Betrag, Argument,
Imaginir- und Realteil)

Fiir z = a+ ib € C heift
1. z:= a — ib das komplex Konjugierte von z.
2. |z| := va% + b2 der Betrag von z.
3. R(z) :== a (= Re(z)) der Realteil von z.

4. J(z) :=0b (=: Im(z)) der Imaginérteil von z.
Fiir z # (0,0) ist das Argument von z durch arg(z) := arctan(%) €
[0,27) fiir @ # 0 und arg(z) := arccot(%) € [0,27) fiir b # 0 wohldefi-

niert.

In der Gaufischen Zahlenebene kann man sich Konjugation und Addition
wie folgt veranschaulichen:

Konjugation:
T
ib z
AN a+ib
i1 2| b=Imz
®
T
\a
i+ 1|
a-ib
-ib a=Rez
Addition:
Z3
)
Zy
Z3=2,%27,

6.5 Bemerkung (Veranschaulichung der Arithmetik)

a) Die Multiplikation mit ¢ entspricht einer Drehung um 90° (i(a + ib) =
—b+ia).
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b) Die Multiplikation mit > 0 entspricht fiir » > 1 einer Streckung und
fiir r < 1 einer Stauchung.

r-(a+ib) = (r,0) - (a,b) = (ra,rb) = ra +irb

¢) Die komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an der reellen
Achse ({z € C|¥(z) = 0}).
6.6 Bemerkung (Darstellung durch cosinus und sinus)

Ist ¢ = arg(z), r = |z|, so ist offenbar
z = r(cos(¢) + isin(p)) =: re'.

Die Multiplikation mit z ist eine Drehstreckung mit dem Streckfaktor » und
um den Winkel ¢, wie man leicht nachrechnet, wenn man die Additionstheo-
reme benutzt (Beweis spéter).

2129 = r1(cos(p1) +isin(¢y)) - ra(cos(pe) + isin(p2))
= r1r2(cos(¢1) cos(¢a) — sin(¢1) sin(¢o)
+i(cos(¢1) sin(gh2) + cos(p2) sin(e1)))

rire(cos(Pr + ¢2) + isin(¢y + ¢2)), also
r1e"Pl . peetf2 = T1T2€i(so1+s&2)_

6.7 Notiz (Weitere Rechenregeln)
Fir z € C, z; € C gilt:
1.z 2=z

2. l::z_lzéfiirz*;éo

w

3. R(2) = 3(2+ 2); S(z) = —3i(z — 2)

4. |z| >0und (Jz]| =0 <= 2=0)
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5. |21+ 22| = |21] - |22
6. |2] < [R(2)| + IS(2)]

7. |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung)

6.8 Bemerkung (Nullstellen von Polynomen)

Die Gleichung z? = r hat fiir jedes r € R, r # 0 in C genau 2 Lésungen, \
und —\. Fiir » > 0ist A = /7 € R, fiir r < 0 ist A = iy/—r. Es ist dann
(22 —1r)=(z =N (z+\).
6.9 Beispiel
22 +1=(z —i)(z +1i). Es gilt sogar:
6.10 Satz
In C hat jedes Polynom

p(2) = anz" +an-12""' + - +ag, aj €C (1)
eine Zerlegung in Linearfaktoren

p(z) :(Z—)\l)nl (Z_)\j)n], n1++n] =n

Die A\; € C sind die Nullstellen des Polynoms p der Vielfachheit n;.
Insbesondere hat 2™ — re? die Nullstellen

Yrelet2mh/n B — 0, n— 1.

Sind die Koeffizienten a; in () alle reell, a; € R, und A; eine Nullstelle
von p der Vielfachheit n;, so ist auch A; eine Nullstelle von p der selben
Vielfachheit.

7 Vektorriaume

7.1 Definition

Sei k ein Korper. Eine abelsche Gruppe (X, +) zusammen mit einer Abbil-
dung k x X — X, (A, z) — X - x heiit ein k- Vektorraum, falls gilt:

l.1.z=2
2. A +p)-z=Xz+p-x
(A=A (pe )

A (z+y) =N+ Ay

A~
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fir alle A\, p € k und alle z,y € X. Die Elemente x € X heiflen Vektoren,
die Elemente A € k heiflen Skalare, statt A - x schreibt man auch Az. Die
Abbildung k x X — X, (A, z) — Az heiit Multiplikation mit Skalaren. Der
Vektor 0 € X heifit der Nullvektor. Fiir k = R (bzw. C) spricht man vom
reellen (bzw. komplexen) Vektorraum.

Ab jetzt setzen wir stets k = R oder k = C voraus.

7.2 Beispiele
1. k ist ein k-Vektorraum
2. C ist ein R-Vektorraum mit A(a + ib) = Aa + i\b

3. k" :=k x--- xk,n € N sind k-Vektorrdume mit

r1 x1 Y1
k" = |.CUl €k +
Tn Tn Yn
T+ x1 ATy
Tn + Yn Tn )\xn
Vorstellung im R?:
Xy
AX
X,
X X
Xty (A>1)
Y.
Y1

4. Sei I ein Intervall, dann bildet die Menge Abb(I,R) der Abbildungen
I — R einen R-Vektorraum, zusammen mit der Multiplikation mit
Skalaren

A-f)x)=A-f(z), AeR
und der Vektoraddition

(f +9)(x) = f(z) + g(2).

5. Verallgemeinerung von Punkt 4.: Ist V' ein beliebiger Vektorraum, so
ist die Menge Abb(I,V) der Abbildungen f : I — V mit der Vektor-
addition und Multiplikation wie in Punkt 4. ein Vektorraum.
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6. Der Raum der Polynome vom Grad hochstens n
P, = {anx” +an_1z2" M+t az + ag | a; € k:}
mit der Addition und Mulitplikation wie Punkt 4. bildet einen Vek-
torraum.
7.3 Notiz und Definition
Sind U,V k-Vektorrdume, so ist das kartesische Produkt

UxV::{(Z)]uEU,vEV}

mit der Vektoraddition
)+ ()=t
+ —
U1 V2 U1 + V2
und der Multiplikation mit Skalaren
U AU
V()= (00)
ein k-Vektorraum.

7.4 Definition

Sei X ein k-Vektorraum, ¥ C X eine Teilmenge, die zusammen mit der
Einschrinkung der Addition und Multiplikation von X auf Y wieder ein
Vektorraum ist, so heifit Y ein Untervektorraum von X.

7.5 Notiz

Sei X ein Vektorraum. Eine Teilmenge ¥ C X ist genau dann ein Unter-
vektorraum von X, wenn gilt

1.0eY
2. Fiur alle y1,yo € Y und A€ kist A\y; +y2 € Y

7.6 Beispiele
1. {0} €V und V C V sind Untervektorraume.

2. k™ x {0} C R" ist ein Untervektorraum. Dabei ist 0 € k"™,

3. { < iz > |\ € R} ist ein Untervektorraum von R,

fiir jedes < Z > € R2.
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4. Ist V ein k-Vektorraum, v € V, so ist {\v|\ € k} ein k-Vektorraum.

5. Ist V ein k-Vektorraum, vq,...,v, € V, so ist
{AMv1 + ...+ Apum|Ai € k} ein Untervektorraum.

6. {(x1,72) € R?|z; 4+ 25 = 0} ist ein Untervektorraum von R?

7. Seien a;; € k;i=1,...,m; j=1,...,n; dann bilden

z1
o n .
T = ) c k" E aj;x; =0, i=1,...,m
: =
Tn

= {z € k"|Az = 0}, wobei A = (ai;)i=1..m;j=1..n
einen Untervektorraum von k™.

8. {1} x R C R? ist kein Untervektorraum.
S C C ist kein Untervektorraum.

9. Der Raum der Polynome von Grad hochstens n, den wir mit P, C
Abb(I,R) bezeichnen, ist ein Untervektorraum.
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8 Lineare Abbildungen

8.1 Definition

Eine Abbildung f : V' — W zwischen Vektorraumen heifit linear oder
Vektorraumhomophismus, wenn gilt

L. flx+y) = f(z)+ f(y) fir alle z,y € V.
2. f(0r) = A f(x) fir alle z € V, ) € k.

Die Menge der linearen Abbildungen f : V. — W bezeichnet man mit
L(V,W) oder Homy(V, W) (= Hom(V,W)). Lineare Abbildungen f: V —
V heiflen Endomorphismen, man schreibt: End(V') := Hom(V, V).

Ein Isomorphismus zwischen zwei Vektorrdumen ist eine bijektive lineare
Abbildung. Zwei Vektorrdume V und W heiflen isomorph, wenn es einen
Isomorphismus f: V — W gibt.

Wir schreiben GL(V) := {f € End(V) | f ist ein Isomorphismus}.

8.2 Lemma

Ist f ein Isomorphismus, so ist f~! ebenfalls eine lineare Abbildung, also
ebenfalls ein Isomorphismus. Auch die Verkniipfung und Summe linearer Ab-
bildungen ist wieder linear, daher ist GL(V') eine Gruppe und Homy(V, W)
ein k-Vektorraum.

8.3 Beispiele

1. f:R—= R, x — 2z ist ein Isomorphismus.
2. f:R—= R, z+ x+1 ist keine lineare Abbildung.
3. f:R = R, z + 22 ist keine lineare Abbildung.

. 3z + 4y
4. R? — R3, ( y > — x—y ist eine lineare Abbildung.
4y

5. R? = R?, < "Z; ) — ( ﬂ:yy > ist keine lineare Abbildung.

6. Abb(R,R) — R, f + f(0) ist eine lineare Abbildung.

7. Bezeichnet C'(R) den Raum der stetig differenzierbaren Funktionen,
C%R) den Raum der stetigen Funktionen, so ist C'(R) — C°(R),
f + f' eine lineare Abbildung, denn

L (f+9)=f+4d,fgeC'R).
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2. A =X-f, eR.
Wir werden dies spéter noch ausfiihrlicher behandeln.

8. Mit M(m x n,k) :={(4)|i=1...m,j =1...n,A; €k} bezeich-
net man den Raum der Matrizen mit m-Zeilen und n-Spalten und
Koeffizienten in k. Man schreibt

A11 Alj Aln
A= Azl Aij Am
Aml Amj Amn

Fir A, B € M(m x n,k) ist A+ B =: (A;; + Bij) € M(m x n,R) und
fir A € M(m xn,k), B(n xr,k)ist A-B =:C € M(m x r, k) mit

Cij = > AipBy;. Offenbar ist k™ = M(m x 1,k), also definiert die
p=1

Matrizenmultiplikation mit A € M (m x n, k) eine lineare Abbildung
k™ — k™, ndmlich:

Ty: k" - kK" v A-v.

Falls kein Missverstindnis moglich ist, werden wir die lineare Abbil-
dung T4 wieder mit A bezeichnen.

8.4 Bemerkung

Bezeichnet e; € R™ den Vektor mit

1 j=i
(€1)j = dij := { 0 sonst ’

0
1
also e; = | O |, so steht in der i-ten Spalte von A das Bild von e; unter
0
Ty, denn
ai;
az;
Tale) =1 . |:
Ami

wobei A = (a;j)i=1..m;j=1..n- In der j-ten Spalte von A steht also T4 (e;).
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8.5 Beispiel

A=(1,2), TA:R2—>R,<i1 ) — x1 + 2x9.
2

8.6 Notiz

Ist f eine lineare Abbildung, so ist f(0) = 0, denn f(v) = f(0 +v) =
f(0) + f(v).

8.7 Lemma und Definition

Ist f:V — W eine lineare Abbildung, so ist der Kern von f:
ker f:={z € V| f(x) =0} C V ein Untervektorraum von V'
und das Bild von f:

bildf := {f(x) € W |z € V} C W ein Untervektorraum von W.

Beweis:

Sind z,y € ker f, so ist auch f(x +y) = f(z) + f(y) =0,
also x +y € ker f.

Ist z €eker f, N € k,soist f(Az) =X- f(x) =A-0=0,
also A - x € ker f und 0 € ker f nach 8.6l

Ebenso folgt, dass bildf C W ein Untervektorraum von W ist:

0 € bildf, denn 0 = f(0). Sind w1, w2 € bildf, w1 = f(v1), w2 = f(va),

so ist Awy + we = f(Avy + v2) € bildf. O
8.8 Lemma

Eine lineare Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker f = 0 gilt.
Beweis: Sei z,y € V, f € Hom(V,W). Dann gilt

= f(z) = f(y) =0
= fle—y)=0
<— x—yeckerf O

8.9 Beispiel

a) A=(1,2).
Bild A = R und ker A = R (7). A ist nicht injektiv.
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b) A=(37)

Bild A = R2, denn A< PR ) - ( Y1 ) ()
591 — 3Y2 Y2

ker A = {0}, denn A(]!) = 0 & (21 = 0 Axg = 0) wie das Lésen
des Systems linearer Gleichungen ergibt. Also ist A injektiv. Also ist
A € GL(R?). Die Umkehrabbildung zu T4 ist, wie man an (*) sieht
durch Tp mit B = (%_271%) gegeben. Offenbar ist A-B=B-A =1,

also B= AL

9 Basen und Dimensionen von Vektorriumen

Sei V ein k-Vektorraum.

9.1 Definition und Notiz

Sei S C V, dann heifit der kleinste Untervektorraum von V', der S enthélt,
die lineare Hiille oder der Span von S. Wir schreiben < S >= LH(S) =
span(S). Sind vy, ...,v, € V, so schreibt man (vy,...,v.) = {v1,...,0})
= span(vy,...,v). Ist U = (v1,...,v.), so heiflen vy, ..., v, ein erzeugendes
System von U. Es ist dann U = {\jv1 + -+ + Ao | A\ € k.

Beweis:

a) Offenbar ist {A\jv; +---+ Ny | A € k} C< v1...v, >, denn falls
vi...v. € U, so auch A\jvy + -+ + \v,. € U. Andererseits ist nach
[C8 Punkt 5. {\v1+ -+ Ao, | i € k} ein Untervektorraum, also
{Av+ -+ o | N €k} D< vy v >

b) Der kleinste Untervektorraum, der S enthilt, ist eindeutig bestimmt.
Denn, sind Uy, Us zwei Untervektorrdume, die S enthalten, so ist S C
Ui NUs, und Uy N Uy ist wiederum ein Untervektorraum. O

9.2 Beispiele

Lospan {(3)} = {A(;) [ A € R} = R()
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a
1 0
2. span 0|, 1 =R? x {0}
0 0
1 1
= span 11,10
0 0
0 1 0 1
_ 2 _
= spang R x {0}, | 1 = span o], 11,1
0
9.3 Definition
Seien v1,...,v. € V.
1. Ein Vektor v € V heifit Linearkombination von vq,...,v, € V, wenn
es A1,..., A € k gibt mit v =>""_, \v.
2. Die Vektoren {v1, ..., v, } heilen linear unabhdingig, wenn aus y ;_, \iv; =
0 folgt, dass A\ = A2 = -+ = A, = 0 gilt. Sonst heiflen {vy,...,v,}
linear abhdngig.
3. {v1,...,v,} heiBen eine Basis von V, wenn {vy,...,v,} linear un-

abhéngig sind und span(vy,...,v,) =V gilt.

9.4 Beispiele

1 2

1. 01,0 sind linear abhéngig.
0 0
1 3

2 2 , 6 sind linear abhéngig.
3 9
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1 1
3. 01, 1 sind linear unabhéngig.
1 0

4. Im R-Vektorraum C ist {1,7} eine Basis.
Im C-Vektorraum C sind {1,4} linear abhéngig, {1} ist eine Basis.

5. Sei V = CO%R) und ¢; : R = R, ¢; € C°(R) durch
0 v li— 3,0+ 3]

oi(x) = a;—i—l—% xe[i—%,i]

—x+i+3 weliyi+i]

definiert.

’

{¢1,b2,...,¢n} sind linear unabhingig fiir jedes N € N, denn aus
Zfil Aip; = 0 folgt Ay = Ay = --- =0, aber ¢1,...¢nN bilden fiir kein
N € N eine Basis fiir CO(R).

9.5 Definition und Notiz

Die Vektoren

1 0 0
0 1

€] = 0 , €9 = 0 s ,Ep = 0
: : 0
0 0 1

bilden eine Basis von k", die sogenannte Standardbasis &,.
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9.6 Bemerkung

&n ist natiirlich nicht die einzige Basis von R”, z.B. ist

1 1 1
0 1 1
O Y 0 Y 9y 1
0 0 1

eine weitere Basis von R".

9.7 Notiz
s
Sind vy, ..., v, linear unabhingig und ist = € span{vy,..., v}, x = > A\,
i=1
dann sind die Aq, ..., A, eindeutig bestimmt, denn
T T T

Z)\Z‘Ui = Z )\;Ui < Z(/\Z — A;)UZ = 0,

i=1 i=1 i=1
also folgt aus der linearen Unabhéngigkeit von {v1,...,v,}, dass \; =X, =0

fir allei e {1,...,r} .

9.8 Satz
Sei V ein Vektorraum, v; € V fiir ¢ = 1...r, so dass {vi,...,v,} line-
ar unabhéngig ist. Sei w € V. Dann ist {v1,...,v,,w} genau dann linear
abhéngig, wenn w € span(vy,...,v,).
Beweis:
»=—" Sei {v1,...,v,,w} linear abhéngig. Dann existieren A\; ... A\,41 € k mit
Avr+ s+ Ao+ Appqw =0 (1)
und mindestens ein A; # 0. Ist A1 # 0, so ist w = _Tlﬂ()‘lm 4+

ArUp) € span(vy, ..., v.). Ist Apy1 = 0, so folgt aus ()
MU+ -+ Nu, =0

und mindestens ein A; # 0, also ist {vi,...,v,} linear abhingig im
Widerspruch zur Voraussetzung.

,<=" Ist w € span(vy,...,v,), so existieren Aj,..., A\, € k mit w = A\jv; +
<o+ Aoy, also Aqup 4+ -0+ Ao —w = 0. O
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9.9 Basisergidnzungssatz

Ist V ein k-Vektorraum, U = {u1,...,u,} eine Menge linear unabhéngiger
Vektoren, W = {wy,...,w:} ein erzeugendes System fiir V', dann ist ¢t > r
und es gibt ji,...,j, € {1,...,t}, so dass {u1,...,ur,wj,,..., wj,} eine

Basis von V ist. Insbesondere hat jeder Vektorraum mit endlich erzeugendem
System eine endliche Basis.

Beweis: Siehe Literatur, z.B. Jénich, Lineare Algebra, 3.4.

9.10 Beispiele

V =R4
1 0
2) u= 1 0
“= o1 1
0 1

sind linear unabhiingig, aber nicht erzeugend fiir R*.

b) w = {e1, ez, e3,e4} ist eine Basis von R*, damit kénnen wir v zu einer
Basis von R?* ergéinzen.

1 0 1 0\ )
1 0 0 0 L . 4
c) o'l 11l o] ist eine Basis von R*,
0 1 0 0
(/1 0 1 0
. 1 0 0 0 . . 4
ebenso ist o'l 1 1:lol|o eine Basis von R*,
L\ 0 1 0 1/ ]
1 0 1 0
aber nicht (1) , (1) , 8 , (1)
0 1 0 0

W

d) Sei jetzt V = PX der Vektorraum der Polynome vom Grad héchstens
n. Dann ist {1,z,...,2"} eine Basis von V.

9.11 Korollar und Definition

Ist {vi,...,v,} eine Basis von V und {wi,...,wy,} ebenfalls eine Basis
von V', dann folgt aus n = m. Die damit wohldefinierte Anzahl der
Basisvektoren n eines (endlich erzeugten) Vektorraums heifit die Dimension
des Vektorraums, man schreibt dimg V' :=dimV :=n.
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9.12 Beispiele
1. dimg R" = n.
2. dimc C" = n.
3. dimg C™ = 2n.
4. dimg P, =n+1, denn {1,x,...,2"} ist eine Basis von P,.
5. dimy M(mxn, k) =m-n,denn E;; € M(mXxn, k) mit (E;;)rs = 0ir0;s

bilden eine Basis von M(m x n, k).

9.13 Korollar

Ist W C V ein Untervektorraum, so gilt W =V, genau dann, wenn
dimV =dim W.

9.14 Satz
Ist V ein Untervektorraum, U = {uy,...,u,} C V. Dann gilt: U ist genau
A1
n
dann eine Basis von V, wenn ¢y : k" — V, : — Y Aju; ein Iso-
i=1
An !

morphismus ist. ¢y heiflt dann der durch U gegebene Basisisomorphismus.
Insbesondere gilt dann ¢pr(e;) = u;. Genauer gilt: U ist genau dann linear
unabhéngig, wenn ¢y injektiv ist, und genau dann erzeugend, wenn ¢y sur-
jektiv ist.

Beweis:
1. Offenbar ist ¢ ist linear.
A1
n
2. Es gilt ¢y =0 Z Au; = 0.
\ i=1
n
Also ist ker ¢y = 0 <= {u1,...,u,} linear unabhingig. Damit ist ¢y

genau dann injektiv, wenn {ui,...,u,} linear unabhéingig sind.

3. ¢u ist surjektiv <= {uy,...,u,} ist erzeugendes System von V.

10 Der Rangsatz

Wir betrachten in diesem Kapitel nur Vektorrdume endlicher Dimension,
d.h. Vektorrdume, die ein endliches erzeugendes System besitzen. Wir wollen
den Begriff Dimension benutzen, um leichter Aussagen iiber Injektivitdt und
Surjektivitdt treffen zu kénnen.
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10.1 Satz
Ist f € Homy (U, V), so gilt

a) f ist genau dann injektiv, falls fiir jede linear unabhéngige Teilmenge
{u,...,uy} von U gilt: {f(u1),..., f(u,)} ist linear unabhéngig.

b f ist genau dann surjektiv, falls fiir eine, dann jede erzeugende Teil-
menge {u1,...,u,} von U gilt: {f(u1),..., f(ur)} ist erzeugend fiir
V.

c¢) f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fiir eine, dann jede Basis
{u,...,u,} von U gilt: {f(u1),..., f(u,)} ist Basis von V.

Beweis:

a) Sei f € Hom(U,V) und {uy,...,u,} C U eine linear unabhingige
Teilmenge. Dann gilt

Avf(ur) + Aaf(u2) + -+ A f(ur) = f(Aur + -+ Apuy) =0
S Auy + -+ Muy € ker f.

Ist f injektiv, also ker f = {0}, so folgt Ay = dog = --- = A, = 0, also
ist {f(u1),..., f(u,)} linear unabhéingig.

Umgekehrt: Ist {f(u1),..., f(ur)} linear unabhéngig fiir eine Basis
{u1,...,u,} von U, so folgt ker f = 0, also ist f injektiv.

b) Sei f surjektiv, {uj,...,u,} eine erzeugende Teilmenge fiir U. Dann
gibt es zu jedem y € V ein x € U mit f(z) = y. Da {ui,...,u }
erzeugend ist, gibt es A\j,..., A\, € k mit z = >, \ju;, also

y=1f (Z )\iui> = Z/\if(uz'),
i1 i1

also ist {f(u1),..., f(ur)} erzeugende Teilmenge von V.
Umgekehrt: Ist {f(u1),..., f(u,)} erzeugend, so existieren zu jedem
y € V Skalare A\1,..., A\, € k mit

y= zr:)\z‘f(uz‘) =f <i /\iui> € bild f,
=1 1=1

also ist f jurjektiv, also ist auch fiir jede weitere erzeugende Teilmenge
{t1,...,0,} CU das Bild {f(a1),..., f(4r)} CV erzeugend.

¢) Folgt aus a) und b). O
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10.2 Beispiel
f:R3 =5 R? f(x) = (}1 g 2)3: f ist surjektiv, denn

{f(er), fle2), f(es)} = {C;) <§) <2>}

ist erzeugend, da

() G)6)) = (GG ==

denn {(}1), (g)} ist linear unabhingig, bildet also eine Basis von R2.

10.3 Korollar

Zwei Vektorrdume endlicher Dimension sind genau dann isomorph, wenn sie
gleiche Dimension haben. Insbesondere hat V' genau dann die Dimension n,
wenn es einen Isomorphismus f : k" — V gibt.

Beweis:
= Ist v = {v1,...,v,} eine Basis von V und {wy,...,w,} eine Basis von
W, so ist

f (i AM) = i/\iwi
=1 i—1

der gesuchte Isomorphismus.

,<=“ Ist f: V — W ein Isomorphismus und {v1,...,v,} eine Basis von V,
dann ist {f(v1),..., f(v,)} eine Basis von W. O

10.4 Satz (Rangsatz)
Sei T : V — W eine lineare Abbildung, dann ist

dimkerT + dimbildT = dim V.

Beweis:
Sei dimkerT = n > 0,dimV — dimkerT = k > 0. Sei {v1,...,v,} ei-
ne Basis von kerT, {vi,...,vn,w1,...,wi} eine Basis von V. Dann ist

{T(wy),...,T(wg)} CbildT eine Basis von bild T', denn:
1. span(wy,...,wy) Nker T = {0}.

2. span(T'(wy),...,T(wg)) = bild T (nach [0.T]),
denn T' : V. — bildT ist surjektiv und span(T'(wi),...,T(wg)) =
span(T(vl), EER) T(vn)’ T(w1)7 s 7T(wk))
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3. {T'(w1),...,T(wg)} ist linear unabhéngig, denn

)\Z-T(wi) = 0,
1

k
1=

k
Li itét
inearjta T (Z Azw'L) -0
i=1
k

Z Ajw; € kerT'
i=1

k
=1

Def. ker
e

10.5 Definition
rgT := dim bild T" heifit der Rang von T.

10.6 Korollar

Ist f € Hom(V, V'), dann ist f genau dann injektiv, wenn es surjektiv ist,
d.h. genau dann, wenn rg7 = dim V' gilt.

11 Die Matrixdarstellung linearer Abbildungen
Ist A € M(m x n,k), dann definiert die Matrizenmultiplikation mit A eine
lineare Abbildung k™ — k™, nédmlich:
T4y R* >R™v— A-v
Genauer definiert die Abbildung
M(m x n, k) — Hom(k"™, k™), A Ty (1)

eine injektive lineare Abbildung, und fir A € M (m x n,k),B € M(n x k)
ist Ta.p = T4 o Tp € Hom(k", k™). Wir werden in diesem Kapitel sehen,
dass die Abbildung (I]) sogar ein Isomorphismus ist.

11.1 Notation

GL(V) = {f € Hom(V,V)]| f ist Isomorphismus}
GL(n,k) = {Ae€ M(nxmn,k)|A ist invertierbar}

heifit die allgemeine lineare Gruppe. Offenbar sind GL(V) und GL(n, k)

Gruppen und
GL(n,k) — GL(K™), A Ty

ist ein Gruppenisomorphismus.
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11.2 Lemma

Ist A= (a1...ap) € M(m x n,k), wobei a; € k™ die Spalten von A sind,
dann ist
bild T4 = span{ai,...,an},

denn a; = T4(e;j) nach [0

11.3 Definition

Die maximale Anzahl der linear unabhéingigen Spaltenvektoren, der Rang
von A, ist
rg A := dim bild T'4.

11.4 Lemma

Folgende Operationen éndern das Bild und damit den Rang einer Matrix
nicht:

1. Vertauschen zweier Spalten.
2. Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A\ # 0.

3. Addition einer Spalte zu einer anderen.

11.5 Beispiel

1 2 1 2 2 120
re (1 0 2?1 0 2| P21 0 0 =2,
03 3 03 0 03 0
A 21
denn aus A+ 0 =0 folgt A= p=0.
0 3

11.6 Lemma

Folgende Operationen dndern den Kern und nach [I0.3] damit den Rang einer
Matrix nicht:

1. Vertauschen zweier Zeilen.
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0.

3. Addition einer Zeile zu einer anderen.
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Beweis: Die Bestimmung des Kerns erfolgt durch Losen eines Systems li-
nearer Gleichungen, das durch [[T.6] 1. - 3. in ein dquivalentes System iiber-
gefithrt wird. O

Wir werden jetzt lineare Abbildungen durch Matrizen darstellen und kénnen
dann T4l und auf beliebige lineare Abbildungen anwenden. Dazu ist es
sinnvoll, statt einer Basis {v1, ..., v, } jeweils eine geordnete Basis (vy, ..., vy)
zu betrachten.

11.7 Satz

Sind V, W Vektorrdume der Dimension n und m mit geordneten Basen v =
(v1,...,0) und w = (w1,..., W), f: V — W eine lineare Abbildung, so
ist durch

fuw = (aij)izl._m;jzl__n & M(m Xn, k) mit f(’Uj) = Zaijwi
=1

eine m x n-Matrix wohldefiniert. f,,, heifit die Matrizdarstellung von f
beziiglich der Basen v, w. Es ist dann

A M1

/ Z Ajvj | = Z:U'sz — fow- = ) (2)
j=1 i=1 A Lo
denn
FAD v | =D Nfw) =) X ai - wi.
j=1 j=1 i=1 j=1

Damit ist die Abbildung
HOHlk(VY, W) — M(m X n, k)?f = fv,w
invers zur Abbildung

M(m xn,k) — Hom(V,W)

m n

A — TA : En: )\j’Uj — Z Zaij)\j w;
—1 ;

j= i=1 \j=1

fiir jede Basis v von V und w von W.
Insbesondere ist nach B4l (Ta)¢, &,. = A, wobei &, := (e1,...,ep),
Em = (e1,...,en) die Standardbasen in R™ bzw. R™ sind. O
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11.8 Beispiele

3 2 y x + 3y
1.f:R%R,f((y>)<M$>
z

1 3 0
f53752:<2 0 1>,denn

fle2) =3 e
f(eg) =1 €2

2. Sei f wie in 1.

et (5 (1)

Dann ist
fler1) = 1-w;+0-ws 1
1 0 -3
f(eg) = 0-wyp+1-wy :>fv,w: 1
1 1 0 1 6
f(eg) = —3Ww + gU)Q

3. Sei f wiein 1.
1 0 3
WO~
0 0 6
Dann ist f(v3) = we, also f,., = <é (1) ?)

4. f: Py = Pm,p — p'. In P, ist eine Basis durch (1,z,...,2") =: v
gegeben. Dann ist

01 0 0
o .
foo=11 1 g 0
00 0 n
0 0 0

denn (27)" = jai~1.
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11.9 Korollar

Ist f € Hom(V,W), v eine Basis von V', w eine Basis von W, so ist rgf =
g fuw und dimker f = dimker f, 4.

11.10 Bemerkung

Lineare Abbildungen sind durch Werte auf den Basisvektoren schon festge-
legt, d.h. sind f; : V' — W linear fiir i = 1,2, (v1,...,v,) Basis von V und
fi(vi) = fa(v;) fir i = 1...n, so ist

fi <Z )\ivz') =Y Nfilw) = fo <Z )\ivi) ; also f1 = fa.
i=1 i=1 i=1

11.11 Satz

Sind U, V, W Vektorrdume und f : U — V, g : V — W lineare Abbildungen,
so gilt fiir Matrixdarstellungen beziiglich Basen u, v, w:

Gow * fup = (go f)u,w-

Insbesondere ist fiir jeden n-dimensionalen Vektorraum V und jede Basis v
von V' durch
GL(V) — GL(n,k), f+ fou

ein Gruppenisomorphismus gegeben.
Nach [T.I0] miissen wir dies nur fiir die Bilder von u; € U verifizieren. Sei
dimU =m,dimV = n,dimW = r, und

fu,v = (aij)izl...n;jzl,..m
Guw = (bij)izl,..r;j:l..,n
So ist
(9o f)uj) =g (Z aijvz') = Zazjg(vi) = Z ijbri ~wy
=1 i=1 i=1k=1, ¥
’ (B-A)kj
11.12 Notiz
Seien v = (v1,...,vp), w = (w1,...,Wy) Basen von V und W und ¢, :

K" =V, ei— v, Py k™ = W, e; — w; die dadurch gegebenen Basisiso-
morphismen (vgl. 0.14)). Dann kommutiert

v Low

v T T Yuw

g Loy gm

d.h. fogu(x) = Yy(fow- ), denn esist fop,(e;) = f(vi) = Yu(fo,w;) nach
(2) fiir alle e; € &,.
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11.13 Korollar
Seien v = (v1,...,v,),v" = (V],...,0}), w = (wi,...,wy), w = (W],...,w,)

n m
geordnete Basen von V und W mit v, = ) ajv; und w; = ) bjiw;-. Dann
j=1 j=1
ist
fv’,w’ =B fv,w A
mit B = (bij)ij=1..m, A = (@ij)ij=1..n-

Beweis: Sind ¢y, ¢ty Yoy, Uy wie in [[1I2] so ist ¢y = ¢y 0 T4, denn
n n
$voTaei =y [ > ajie; | = ajv; = v = dye;.
e j=1
Ebenso ist 1y, = 1y 0 T, also ist 1} = T oyt also

foaw =0 ofopy=Bottofop,0A=DB" fu A

11.14 Beispiel
f:R3 =SR2 f

U_gg,W—gg

Dann ist A =

1 30 1 00
fv,w—<_2 0 1) undB-fvﬁw-A—(O 1 1).

12 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

O O =
S O W
&

Il
RN

0
1
0

Matrizen und lineare Abbildungen hingen eng mit linearen Gleichungssys-
temen zusammen.
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12.1 Notiz und Notation
Sei A e M(m xn, k), A= (a;), aij € k:

x€ker A<= x € kerTy (mit Ty : R" - R™, x — Ax)

<~
a1+ ... “Fappxr, = 0
(1)
am1 1+ ... Famnr, = 0
2= (21,...,7,)" ist Losung des durch () gegebenen homogenen

Systems linearer Gleichungen.

Sei be R™ b= (by,...,bm):

Ax =10

R
a1+ ... Fapr, = b

(2)

am1T1+ ... +amnxn = bm

<= 1z ist Losung des durch (2] gegebenen inhomogenen Systems li-
nearer Gleichungen.

12.2 Korollar

1.

Die Losungen der homogenen Gleichung () bilden einen Vektorraum,
den Kern von A, d.h. sind z und 2’ Losungen von (), so auch Az fiir
alle A € k und = + 2.

. Ist = eine Losung der inhomogenen Gleichung (), so ist die Menge

aller Losungen von (2l) durch {z + v|v Lésung von (1))} gegeben.
Ist rgA = m, so besitzt ([2)) fiir jedes b € R™ Losungen.
Ist rgA = n, so ist jede Losung von (2), falls sie existiert, eindeutig.

Ist n = m, so hat (2)) genau dann fiir jedes b € R™ eine Losung, wenn
(@) nur die triviale Lésung hat. Diese Losung ist dann eindeutig.
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12.3 Beispiel

A
—_—~
z + z = 0 x 1 01
2 + y + 3z = 0= | vy | €ker|2 1 3
y + 2z = 0 z 011

Das Gleichungssystem hat den eindimensionalen Lésungsraum

1

L={\ 1 |A € R}, denn offenbar ist L C ker A und rgA > 2,

denn

-1
1 0

2 und 1 sind linear unabhéngig, also ist dimker A < 1,
0 1

also ist L = ker A.
Betrachte das inhomogene System

Dann ist offenbar

T+ z = 0
2e+y+3z = 1 (3)
Y+ z =1

eine Losung von (B]), d.h. der Losungsraum

S = O

A

von (@) ist durch 1+ X | |[X€eR ) gegeben.

13

13.1

—-A

Multilineare Abbildungen und Determinanten

Definition

Seien V und W k-Vektorrdume, k = R oder k = C.

1.

Unter einer multilinearen Abbildung (bzw. r-linearen Abbildung) ver-
steht man eine Abbildung a: V x ... x V — W, so dass
—_——

r X
a(vy, .., Avi+vl, o) = Aa(vn, U U ) (v, U )

fir alle s € {1,...,7} gilt.

Ist a(vr,...,v,...,05,...,0r) = a(vr,...,05,...,0,...,0,) fiir alle
i,j € {1,...,r}, so heifit o symmetrisch.

Ist a(vi,..., v .. 05, .. 00) = —a(vr, ..., 05, ..., 0, ..., 0p) fiir alle
i,7 €4{1,...,r}, so heifit « alternierend oder antisymmetrisch.
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4. Wir bezeichnen den Raum der r-linearen alternierenden Abbildungen
auf V' mit Werten in k mit Alt"V, den Raum der symmetrischen r-
linearen Abbildungen auf V' mit Werten in k& mit Sym"V.

13.2 Beispiele und Notationen

n
1. Das Standardskalarprodukt R" xR"™ — R, (z,y) =< z,y >:= Y z;y; =
i=1
2! -y ist eine 2-lineare (bilineare) symmetrische Abbildung.

2. Das Vektorprodukt R® x R — R3, (x,y) — x X y ist eine alternierende
bilineare Abbildung.

/
3. Die Determinante det : R? x R? — R, (( Zj ) , < "z, >> — xy — 2’y
ist eine alternierende bilineare Abbildung.

4. Ist A € M(n x n,k), so ist die Abbildung

T Y1 n
oap k" x K" =k, : , : HZaijmiyj:xt'Ay
Tn Yn L=t
bilinear.
Sie ist genau dann symmetrisch, wenn a;; = aj; firalle ¢, j € {1,...,n}
gilt, d.h. wenn A = A .
Sie ist genau dann antisymmetrisch, wenn a;; = —aj; fiir alle 4,5 €

{1,...,n} gilt, d.h. wenn A = — A"

13.3 Notiz und Notation

Ist v1,..., v, eine Basis von V und wyq, ..., w,, eine Basis von W, so werden
durch eine 7-lineare Abbildung o : V' x ... x V. — W die Zahlen o, .. ;,. .
wobei i1,...,4 € {1,...,n},j € {1,...,m} durch

m
Oé(Uz‘l, s >vir) = E Oy, ip; § Wy
7=1

wohldefiniert, die Tensordarstellung von o beziiglich der gegebenen Basis.
Umgekehrt wird analog zu linearen Abbildungen, die durch Matrizen be-
schrieben werden, eine multilineare Abbildung vollstindig durch ihre Tens-
ordarstellung beschrieben. (vgl. [I.7 und IT.10).

Ist W = k, so schreibt man

&Gy = vy ).
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13.4 Beispiele
1. Die Tensordarstellung des Standardskalarprodukts wird bzgl. £, durch

o 1 1=
9570 sonst

beziiglich der Standardbasis gegeben. Man schreibt g;; = ;5. d;; heif3t
Kroneckersymbol.

2. R3xR3 — R3, (x,y) — z xy, wird beziiglich der Standardbasis durch

. 1 2 3 .,
i = sign (( ik )) fallsi £ j # k
0

sonst,
also
1 (i,7,k) = (1,2,3) oder eine zyklische Permutation von (1,2, 3)
ijik = 4 —1 (i,4,k) = (2,1, 3) oder eine zyklische Permutation von (2,1, 3)

0 sonst

gegeben. € heifit der e-Tensor.

3. det : R? x R? — R wird beziiglich der Standardbasis durch

1 (4,5)=(L,2)
L, J (2,1)
J

) =
)

0 1

beschrieben. det(z,y) = - <_01 é) Y

4. Ae M(n xn,k),aq wie in[I32 Punkt 4, so ist (a)i; = Aij.

13.5 Bemerkung

Sowohl Sym”V als auch Alt"V bilden einen Vektorraum. Man {iberlegt sich
leicht mit Hilfe von I3.3} dass dim(Alt"V) = () gilt, wobei dimV = n.
13.6 Notiz und Definition

Jedes o € S(n) lasst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Ist o
Produkt von k Transpositionen, so ist das Signum der Permutation durch
sign(c) = (—1)* gegeben. Dies ist wohldefiniert.
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13.7 Lemma
Fiir eine multilineare Abbildung sind dquivalent:
1. « ist alternierend.
2. Falls v; = v; fiir i # j, so ist a(vy,...,v) = 0.
3. Falls {v1,...,vx} linear abhiingig, so ist a(vy,...,vx) = 0.
4. Ist 7 € S(n) eine Permutation, so gilt:

a(UT(I)a s U’T(k)) = sign(T)oz(vl, ER) Uk)'

13.8 Satz und Definition

Es gibt genau eine n-lineare, alternierende Abbildung det : k" x...x k™ — k
mit det(eq,...,e,) = 1. Diese Abbildung heifit die Determinante und wird
auch aufgefasst als Abbildung;:

M(nxnk) = kA= (a1...ap) — det(ag ...an) =: |A].

Beweis: Ist 8 € AIt"E™ mit B(e1,...,e,) = 1, 50 ist Bley1)s---)€omn)) =
sign(o), also

n n n n
B E alileil,...,g Ani,, €iy, = E E alil...amnﬁ(eil,...,ein)

i1=1 in=1 i1=1 in=1

= Z Alo(1) - - - Ano(n) * Sign(g) (1)
ceS(n)

Also ist det € AIt"k™ durch det(ey, ..., e,) = 1 eindeutig bestimmt.
Andererseits ist durch ({Il) auch die Existenz von § € Alt"k"
mit S(eq,...,e,) = 1 gezeigt. O

Der Beweis zeigt auch, wie die Determinante explizit berechnet werden kann.

13.9 Folgerung Leibnizformel zur Berechnung der
Determinante

Sei A = (ai;) € M(n x n,R). Dann ist

det A = Z sign(o) - a1y - Uno(n)-
ceS(n)
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13.10 Beispiel

a1l a2 ais
det : : : = @110a220a33 — Q12 G2]1 G33 — @13 A22 A31 — G11 (23 (32
azr asz2 as3
+ai2 ag3 as; + a3 azy asz
13.11 Korollar
Die Determinante ist auch multilinear und alternierend in den Zeilen, also

det At = det A.

Fine weitere Moglichkeit zur Berechnung der Determinanten ist in folgendem
Lemma gegeben.

13.12 Lemma und Definition

Sei A;j) die (ij)-Minore von A, d.h. die Matrix, die aus A = (a;;) durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht. Dann kann det A in-
duktiv durch

det A= (—1)"a;; - det(A;)) (2)
j=1
fiir beliebiges i € {1,...,n} berechnet werden (Entwicklungsformel).

Beweis: Offenbar ist durch (2]) eine Abbildung mit det(1) = 1 definiert.
Dabei ist (1;5) := (0;;) die Einheitsmatrix. Dass sie alternierend und mul-
tilinear ist, folgt mittels Induktion, (siehe Literatur, z.B. Jénich Lineare
Algebra, Springer, S. 139). O
13.13 Notizen

Es gilt:

1. n=1:det(a) =a

2. n:2:det<a b> = ad — be
c d

3. n = 3: (Regel von Sarrus)

ai; a2 ais
det | a1 a2 a3 = a11a22a33 + 012023031 + G13G21032
asy as2 ass
—a31a22a13 — 32023011 — 433021012
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4. det(a,...,q4,...,¢q5,...,00) = —det(aq,...,05,...,0q;,...,qp) fur

a € R™.
5. det(aq,...,q;+Aaj,. .. 05, ...,0p) =det(ar, ..., 04, ..., 5, ..., 00)+
Adet(an,..., «a; ,...,qj,...,0p) fiir alle A € R.

i-te Spalte

=0

13.14 Beispiele

1. Berechnung mit Hilfe der Entwicklungsformel (2)):

711(2)3‘11A 2 3 4 12 3

det = _(~1)-det |3 4 5| +1-det{2 3 4
2345 10 2 010
0 10 2

i=3 3 4 2 3 1 3
= 1-det<4 5>+2-det(3 4>—1-det<2 4>

= —1+4(-1)-2-1-(-2)
= —1-242
= -1

2. Berechnung mit Hilfe von [[3.13] Punkt 4. und 5.:

1 2 3 4 5 2 3 4
-1 0 0 1 1.44.Sp. 0 0 0 1
det | 5 g 4 5 = detfo gy g
0 10 2 210 2

, 5 2 3

= det|7 3 4

210

1.—2:2.85 123

TEP et (1 3 4

01 0

1 3
= —det<14>
— ~1.

Aus 1311 und folgt auch:

13.15 Lemma
det A =31 (—1)"Jay; det(A;) fiir beliebiges j € {1...n}.
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13.16 Definition

Sei A = (a;;) € M(n x n,R). Dann ist die komplementire Matriz A = (a;;)
durch o
aij = (=1)""7 - det(A))

gegeben, wobei A ;) die (ij)-Minore ist, also aus A durch Streichen der j-ten
Zeile und i-ten Spalte entsteht.

13.17 Beispiele

1 0 2 R 15 0 -6
b) A=[0 3 0] . A= 0 =3 o0
4 0 5 —-12 0 3
13.18 Lemma
det A 0 0
0 det A 0

Esgilt: A-A=A-A=detA-1 =
0 0 0 detAd
Insbesondere gilt: A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0 ist.

qpe A-1 1 i
Dann gilt: A7 = 55 - A

Beweis:

) n ) n i detA r=s
(A A)pe = arjaze =Y (=1)" - det(Agp)) - ajs = { det A’ r+#s

j=1 j=1

Wobei A" aus A hervorgeht, wenn man die r-te Spalte durch die s-te ersetzt,
also det A’ = 0, da A’ zwei gleiche Spalten enthélt. O

13.19 Beispiele
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13.20 Satz
Seien A, B € M(n x n, k). Dann gilt det(AB) = det A - det B = det(BA).
Beweis:

Fall 1: Ist det A = 0, so ist rg(AB) < rgA < n, da A nicht surjektiv ist,
also ist auch A - B nicht surjektiv, also det(AB) = 0.

Fall 2: Ist det A # 0, so definiere f : M(nxn, k) — k, X — %. Dann
ist f(1) =1 und f ist multilinear und alternierend in den Spalten von
X, also ist nach [I3.8 f(X) = dectl(ef:() = det X. O

13.21 Folgerung

Die invertierbaren n x n-Matrizen bilden zusammen mit der Matrizenmul-
tiplikation eine (nicht abelsche) Gruppe, die wir mit GL(n, k) bezeichnen.
det : GL(n, k) — k\{0} ist ein Gruppenhomomorphismus.

Die Determinante bietet nun eine einfache Moglichkeit um zu tiberpriifen,
ob A € GL(k™) ist.
13.22 Notiz

Es gilt: A € GL(n, k) <= det A # 0 <= T4 € GL(k") ist ein Isomorphis-
mus. <= Die Spalten von A bilden eine Basis von k™.

Dies kénnen wir nun auf f € End(V') anwenden, wobei V' ein Vektorraum
mit dim V' < oo ist.

13.23 Satz und Definition

Ist V ein k-Vektorraum mit dimV < co und f: V — V eine lineare Abbil-
dung, v eine Basis von V, so ist det f := det f, , unabhéngig von der Wahl
der Basis.

Beweis: Ist v/ eine weitere Basis von V. Dann ist nach Korollar [T.13]

forw = B fou - A, wobei B durch v; = > bj;v} und A durch v; = - ajv;
J J

definiert ist. Also ist A = B~! und

det for o = det(A™Y) - det f,,, - det A = (det A)~' - det f,, - det A = det f, .

O
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13.24 Beispiel

f:Py— Pyp—p +p Seiv=(lx,...,2") die Standardbasis in P,.
Dann ist

110
01 2
Jow = 0 1 , alsodet f =1,
00 1
also ist f ein Isomorphismus und (1,2 + 1,22 + 2z,...,2" + nz""!) eine

Basis von P,.

14 Skalarprodukte und Normen

14.1 Definition

Unter einem Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V' versteht man eine
symmetrische bilineare Abbildung g : V x V — R, die positiv definit ist, d.h.
fiir die gilt

1. q ist positiv semidefinit, d.h. g(v,v) > 0 fiir alle v € V.

2. q(v,v) =0<=v=0
Eine symmetrische bilineare Abbildung heifit negativ (semi-) definit, falls
—q positiv (semi-) definit ist, sie heifit indefinit, wenn sie weder positiv noch
negativ semidefinit ist.
14.2 Beispiele

a) V=R" qv,w)=v"w=:(v,w).

1
b) V' =C>=([0,1]), q(f.9) = [y f(t)g(t)dt.

14.3 Notiz und Definition
Ist A€ M(n xn,R), A" = A, dann ist durch
g4 :R" xR" = R, (v,w) =< v, Aw >:=v"- A-w

eine symmetrische bilineare Abbildung gegeben. A heifit positiv (semi-) de-
finit bzw. negativ (semi-) definit bzw. indefinit falls g4 dies ist. g1 heifit das
Standardskalarprodukt auf R™.

Ist V ein C-Vektorraum und ¢ eine bilineare Abbildung auf V', so ist
q(e™ v, ™) = iq(v,v),

also gilt fiir ¢ # 0 nie ¢(v,v) € R fiir alle v € V. Um von Definitheit der
Abbildung sprechen zu koénnen, fithrt man die folgenden Abbildungen ein.
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14.4 Definition

Sei V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : V x V' — C heifit eine
hermitesche Sesquilinearform, wenn gilt:

1. g(v,w) = q(w,v) fir alle v,w € V.

2. q(v,w~+ ') = q(v,w) + A\g(v, w’) fiir alle v, w,w’ € V,\ € k.

14.5 Bemerkung

Aus [I4.4] Punkt 1. folgt, dass fiir jede hermitesche Sesquilinearform auf V'
und jedes v € V gilt g(v,v) € R.

14.6 Definition

Ein hermitesches Skalarprodukt ¢ auf V ist eine positiv definite hermitesche
Sesquilinearform, d.h. eine Sesquilinearform, fiir die gilt

1. q ist positiv semidefinit, d.h. ¢(v,v) > 0 fiir alle v € V.

2. q(v,v) =0<=v=0.

14.7 Beispiel

V1 w1 "

1. Vv=Cn, S N =3 0w, =0 w.
=1
Un W,

2. Ist A€ M(n x n,C) mit A’ = A, so ist
qa:C" x C" = C, (v,w) > (v, Aw) = 0" - Aw
eine hermitesche Sesquilinearform.

14.8 Bemerkung und Definition

Ist (gij) = Q die Tensordarstellung von g beziiglich &,, so ist ¢(v, w) = V' Qu.
Die Matrix @ heif3t die Fundamentalmatriz zu q. Die Fundamentalmatrix des
Standardskalarprodukts ist 1.

14.9 Satz (Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung)

Sei V ein k-Vektorraum, k = R oder C. Sei ¢ ein (hermitesches) Skalarpro-
dukt auf V. ||v]|, := (q(v,v))%. Dann ist

lq(v, w)| < [v]lg[[wllq
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und Gleichheit gilt genau dann, wenn {v,w} linear abhingig ist.

Beweis:
Fiir w = 0 ist die Formel offenbar richtig. Sei w # 0, setze A = -L&v)
q(w,w)
Dann gilt:
— q(v,w
0 < (o=, 0-3) = [l 2+[APIful B-Ag(o, ) -Fa(w, ) = o] - 210 )
q
O
14.10 Definition
Sei V ein k-Vektorraum. Eine Abbildung || || : V' — R heifit eine Norm
auf V, falls gilt:
L. ||v|] > 0 fir alle v € V und ||v|| = 0 <= v = 0 (Positivitit).
2. ||\ = |A| - [|v]] fiir alle X € R, v € V' (Homogenitit).
3. v+ wl|| < |v|| + ||w]] fiir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).
14.11 Lemma
1/2

Ist ¢ ein (hermitisches) Skalarprodukt auf V', so ist durch ||v|| := (q(v,v))
eine Norm auf V' gegeben.

Beweis:
1. Die Positivitét von || - ||, folgt aus der positiven Definitheit von gq.
2. [ Mwllg = (a(w, W) = ([APq(v, )2 = [A] [[v]4-

MT4.5]
3. Hv+w||§=Hv\2|2+|\w|!§+2Re£J(v,w) < 1Ioll3+1lwlZ+2[vllg-wllg =
([ollg + llwllq)

14.12 Beispiele und Notation

1. Auf R und C sind durch |- | - wie in und [6.4] Punkt 2 definiert -
Normen gegeben.

2. Auf R"™ ist eine Norm durch

|z|| = V< x,xa>=

fir z = (x1,...,2,)" gegeben, die Standardnorm auf R™.
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3. Auf C" ist eine Norm durch

" 1/2
loll = v/, ) = (z)

i=1
fir v = (v1,...,v,)" gegeben, die Standardnorm auf C™.
4. Auf k" ist eine Norm durch ||(z1, ..., 7n)! 0o := max{|z;||i =1...n},

die Maximumsnorm definiert, denn

a) [|[z]|oc =0<=2; =0fiiri=1...n.

b) ||Ax|lec = max{|A\z;||i =1...n} = |\ ||Z|cc-

¢) |z 4 ylloo = max{|a; + yi| |1 = 1...n} < max{|x;| + |yi| |7 =
Loon} < lzlleo + [l

Die Norm || |loc ist nicht durch ein Skalarprodukt gegeben, wie folgendes
Lemma zeigt.

14.13 Lemma (Polarisationsformel)
Ist g ein Skalarprodukt auf V', so gilt fiir alle v,w € V:
lo+ w7 + [lv = w7 = 2([[ol* + Jwl]*).
Beweis:
(v +w,v+w)+qv—wv—w) = |olf +wlg+qlv,w) + g(w,v)

Hollg + llwllf — (v, w) — g(w, v)

203 + 2lwllg-

14.14 Folgerung

Die Norm || ||oc auf £™ ist nicht durch ein Skalarprodukt gegeben, denn fiir

1 0
0 17].

v=L o [rw= o | st vt wle = llv = wllee = [[vllec = [w]leo = 1.
0 0

14.15 Definition

Ein R-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heif3t euklidischer Vektorraum,
ein C-Vektorraum mit einem hermiteschen Skalarprodukt heiflt unitdrer
Vektorraum.
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14.16 Bemerkung

Fiir das Standardskalarprodukt im R"™ gilt < v, w >= |v||w| - cos ¢, wobei ¢
der Winkel zwischen v und w ist, also v L w << v,w >=0.

14.17 Definition

1. Sei (V,q) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Dann heiflen
v,w € V orthogonal zueinander, falls ¢(v,w) = 0 ist.

2. Eine Basis {v1,...,v,} von V heifit Orthonormalbasis, wenn gilt:
0 i#j

q(vi,v;) = b5 1= { 1 i=j
14.18 Beispiel
(e1,...,ep) bildet eine Orthonormalbasis von R™ bzw. C™ beziiglich des
Standardskalarproduktes.
14.19 Lemma
Ist (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis eines Vektorraums V' mit Skalarpro-

dukt ¢ und v € V', dann gilt:

n
denn ist v = > \; - vy, so folgt
i=1

q(vj,v) =q (”ja > /\z‘vz) = Ng(vj, ) = A
=1 =1

V=<v,e>

e, V=<v,e>
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14.20 Satz (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung)

Ist V ein endlich dimensionaler Vektorraum mit (hermiteschem) Skalarpro-

dukt g, so besitzt V eine Orthonormalbasis, genauer: Ist (vy,...,v,) eine
Basis von V, so erhélt man durch folgendes Verfahren eine Orthonormalba-
sis (e1,...,e,) von V, mit span{vy,...,vp} = span{ey, ..., ex}:

1. Setze ey := |v1”q

|
2. Ug 1= vg — q(v2,e1)e1.
U2
152l

3. ey = , induktiv definieren wir

k—1

4. Up = v — Z q(vg, ej)e;
P
O V.
5. €k = [0,

Dann ist offenbar span{vy,...,v;} = span{ey,...,e;} und q(e;, ;) = &;;.

14.21 Definition

Ist (V,q) ein euklisicher (bzw. ein unitérer) Vektorraum, dann heifit eine
lineare Abbildung f : V' — V orthogonal (bzw. unitér), falls fir alle v,w € V
gilt ¢(f(v), f(w)) = q(v,w). Ist speziell V = R", ¢ =< -,- >, so schreibt man
O(n) :={A € M(n xn,R)| < Av, Aw >=< v,w >, fur alle v,w € R"}.
O(n) heifit die orthogonale Gruppe.

Die unitire Gruppe ist durch

Un):={A e M(n xn,C)|(Av, Aw) = (v,w) fiir alle v,w € C"} definiert.

u % -

' A A'€0(2)
w L A'v

\Y A'w

14.22 Lemma

Orthogonale und unitidre Abbildungen sind bijektiv, denn ist f(v) = 0, so
ist 0 = q(f(v), f(v)) = q(v,v), also v = 0. Ihre Inverse ist wieder ortho-
gonal (bzw. unitédr) und die Komposition von orthogonalen (bzw. unitéren)
Abbildungen ist ebenfalls orthogonal (bzw. unitér), d.h. die Menge der or-
thogonalen (bzw. unitédren) Abbildungen V' — V bildet eine Gruppe.
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14.23 Lemma
a) Fir A € M(n x n,R) sind dquivalent:
A€ O(n).
Al A =1.
A~ existiert und A= = A’
Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R".
At € O(n)

Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis.

S Gtk W D=

b) Fir A € M(n x n,C) sind dquivalent:

AeU(n).

AA=1.

A1 existiert und A1 = A",

Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von C™.
At € U(n).

A€ U(n).

A e U(n).

Die Zeilen von A bilden ein Orthonormalsystem.

® N o o N

Beweis: Wir beweisen nur [[4.23] a). Teil b) folgt analog.

2 < 3,1 = 4 und 4 = 3 ist klar. Zu zeigen ist nur 1 <= 2, dann folgt
5 <= 1aus (A")"! = (A~ und 6 <= 5 folgt aus 1 = 4.

A€ O(n).

— < Av, Aw >=< v,w > fiir alle v,w € R".
< (Av)t - (Aw) = vt - w fiir alle v, w € R™.
vl A A w =t w fiir alle v, w € R™.

<= A'.- A = 1, wie man leicht durch Einsetzen der Basisvektoren e;
und e; fiir v und w zeigt. Damit ist 1 <= 2 gezeigt. O

14.24 Notiz

Ist A€ O(n) oder A € U(n), so ist |det A| =1,
denn det(Zt - A) = |det A2 = 1.
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14.25 Definition
SO(n):={A € O(n)| det A =1} heiit die spezielle orthogonale Gruppe.
SU(n):={A € U(n)| det A =1} heifit die spezielle unitire Gruppe.
14.26 Beispiele

a) O(1) = {+1,—-1}.

b) U(1) =S ={zeC||z| =1}.

c) AeO(2) <:>A:<Z IZ) mit a? +b? =1

a

b

Hes0@) s 4= (0~ sle))

d.h. A ist Drehung um den Winkel .

d) A€ SO(2)«<— A= < _ab> mit a? + b = 1, also

€
Ae, A _( cos ¢
N €=\ sin P
0
S
1 0 . .
e) A= (0 _1) € 0(2). A ist Spiegelung an der x-Achse.
a —b 2 2
f) A= I SU(2), falls |a|* + |b]* = 1.
SU(2) heiBt auch Quaternionengruppe oder Spin(3).

b e"a

g) A= (a —¢ b) € U(2), falls |al® + [b]* = 1.

15 Eigenwerte und Eigenvektoren

15.1 Definition

Sei V ein k-Vektorraum (k = R oder C). Unter einem FEigenwert A einer k-
linearen Abbildung f versteht man ein A € k, sodass ein v € V'\{0} existiert
mit f(v) = Av.
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Der Vektorraum &, := {v € V| f(v) = X - v} heiBt der Eigenraum zum
Eigenwert A. Die Dimension von &) heifit die (geometrische) Vielfachheit
von A, ein Vektor v € £, mit v # 0 heifit Figenvektor zum Eigenwert A.

15.2 Beispiele

1. SeiA:]R2—>R2,A:<g %)

Dann ist 3 Eigenwert von A der Vielfachheit 1 und &5 =R - < L >

0
A
ez L /
el T T A |

e,=3¢e;

0 Ao
. 1 0
1.Fall:)\17$)\2.Dannlst5,\l:R-< >,5>\2:R-< >

2. A= <)\1 0 ) Dann sind A1 und \; Eigenwerte von A.

0 1
2. Fall: \; = Ay =: \. Dann ist R? = &,.

Die folgende Abbildung zeigt das Bild des Einheitskreises unter der
Abbildung A.

A1 # A2
Ae,
N
k/ Ae,
A=A = A
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”
N

3. V=C*R), Af = % f. Dann ist jedes o € R Eigenwert mit Vektor

v = e,

15.3 Lemma und Definition

Sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum, A € End(V) , dann ist A € k
Eigenwert von A

= iozAv:/\v@ker(A—/\]l)#{0}<:>ldet(A—)\]l):O‘

Ferner gilt: £, = ker(A—A1). Das Polynom n-ter Ordnung p(t) = det(A—t1)
heilt charakteristisches Polynom.

Beweis: Zu zeigen ist nur, dass die Ordnung von p(t) gleich n ist. Dies
folgt leicht aus der Leibnizformel.

15.4 Notiz und Definition

Jede Matrix A € M (nxn, C) besitzt komplexe Eigenwerte, da jedes Polynom
komplexe Nullstellen hat. Ist das charakteristische Polynom y 4(\) = II(A —
i)™, so heiBt m; die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts ;.

15.5 Beispiel
~ (cos(¢) —sin(¢)
A= <sin(qﬁ) cos(®) >

p(A) = det <Cozi(f()¢; A CO;?;;%&) = (cos(¢p) — A% + sin(¢)

= 1—2X\cos(p) + A2

Nullstellen Ay 5 = cos(¢)++/cos?(¢) — 1 = cos pFisin ¢, also hat A, fiir ¢ #
km,k € Z keine reellen Eigenwerte, aber die beiden komplexen Eigenwerte

cos(¢) £ i - sin(o).
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15.6 Lemma
Sei V' ein k-Vektorraum, f € End(V). Sind Ay,...,\, verschiedene Ei-

genwerte von f und v; Eigenvektoren zu \; fiir ¢ = 1,...,7r. Dann sind
{v1,..., v} linear unabhéngig, insbesondere ist £, N Ey, = {0} fiir i # j.
Beweis durch Induktion nach r:

Induktionsbeginn r = 2:

Seien A\; und Ao Eigenwerte, \; # A9, mit Eigenvektoren v; und wvs,
also f(v1) = Aqv1 und f(vg) = Agve.

Angenommen, es existiert ein g € R mit v; = pwvg, dann ist

)\1’1)1 = f(’l)l) = f(/wg) = M)\Q’UQ = szl == )\1 = )\2.

Induktionsannahme:
Sei die Behauptung bewiesen fiir r verschiedene Eigenwerte.

Induktionsschritt :

Seien Aq,..., Ar+1 verschiedene Eigenwerte von f.
Angenommen, es gibt v € &), mit v # 0 und vy,..., v, mit v; € &y,
so dass {v1,...,v,,v} linear abhéngig sind. Aufgrund der Induktions-

annahme konnen wir dann 0.B.d.A annehmen, dass
V=01 + -+ . (1)
gilt. Dann folgt f(v) = f(v1) + -+ f(v,), also, da v; € &),
Arb10 =M1+ -+ Aoy (2)
Multiplikation von ([{l) mit A4 ergibt andererseits

Ard1 U = Apg1 01 + -0+ Apy1 Uy (3)
Aus (@) und @) folgt (A1 — A1) v1 + -+ (A1 — Apg1) v = 0.

Wegen \; # Ay fiir j # 7 + 1 ist dies ein Widerspruch zur Induktionsan-
nahme. O

15.7 Korollar
Sei f € End(V), A1, ..., Eigenwerte von f. Dann gilt

Z dim &y, < dim V.
=1
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15.8 Satz und Definition

Sei f:V — V linear und seien Ay, ..., A, verschiedene Eigenwerte von f.
Ist

m
dimV =) " dim&,,
i=1
so hat V eine Basis v von Eigenvektoren von f und f hat beziiglich dieser
Basis die Matrixdarstellung f ,:
A0
0

A1
A2

A2

Am

Dabei ist die Vielfachheit von A; in der Matrix durch dim &y; gegeben. Der
Endomorphismus f heifit dann diagonalisierbar.

Beweis: Sei {v7],...,v},;} eine Basis von £y,. Wegen [[5.6 ist dann

1 1 2 2 m m
{vl,...,Um,vl,...,vm,...,vl sy Up,

linear unabhéngig, also wegen ny +na + -+ - + ny = dim V' eine Basis von
V. Aus f(v]) = A\ju] folgt die Behauptung. O

15.9 Beispiele

1. A= <; i) hat die Eigenwerte A; = 0 und Ay = 5 mit

FEigenvektoren vy = (31) und vy = (é)

Also ist beziiglich (v1,v2) A durch <8 g) gegeben.

2. A = <(1) 1) hat nur den Eigenwert A; = 1, denn ya()\) = (1 — \)2.

99



Es ist

(PR
(3 )5()

also ist dim & = 1, also ist A nicht diagonalisierbar.

15.10 Korollar

Ist A diagonalisierbar mit Eigenwerten A1,...,\, und dim &, = n;, so ist
det A = ATt .. ADm.

Im Allgemeinen sind Matrizen nicht diagonalisierbar, aber es gilt:

15.11 Satz

Sei A € M(n xn,C), A1,...,\ die verschiedenen Eigenwerte von A,
dim &y, = ny, also Z;Zl nj < n. Dann gibt es ein T' € GL(n,C), so dass

JLoo.. 0 ... ... ... ... 0
J
Jl
T'AT =J = 2
Jy?
0 .. oL
wobei
A1 0
Jf = h h € M(mi’g X m,;’g,(C)
o
0 Ai
fir ein m;» € {1,...,n}, so dass ZM mig = Mn.

J heifit die Jordanform von A.

Beweis: Z.B. Th. Brocker, Lineare Algebra und Analytische Geometrie,
Springer. Man betrachtet dazu verallgemeinerte Eigenrdume, d.h. Vektoren
fiir die gilt (A — A\)"v = 0.
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15.12 Beispiele
Sei A € M(n xn,C).

1. n=2.
Hat A zwei Eigenwerte A1 # Ao, so ist die Matrix diagonalisierbar.

) . A O
Die Jordanform ist <O )\2> .

Hat A nur einen Eigenwert A und ist dim &, = 2, so ist A ebenfalls
diagonalisierbar.

Die Jordanform ist (g\ ?\) .

Hat A nur einen Eigenwert A und ist dim &y = 1,

so ist die Jordanform <€)\ i\) .

2. n=3.
Hat A zwei verschiedene Eigenwerte A; # Ag, und ist dim £y, = 1 und
dim &, = 1, und ist x4 () = (t—A1)(t—A2)?, so hat A die Jordanform

A0 0
J=10 X 1
0 0 X

Hat A nur einen Eigenwert A mit dim &y = 1, so ist

J:

o O >
S > =
> = O

Hat A nur einen Eigenwert A\ mit dim &y = 2, so ist

J =

o O
oS > O

0
1
A

In allen anderen Fillen ist A diagonalisierbar.
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16 Selbstadjungierte und hermitesche
Endomorphismen
16.1 Satz und Definition

Ist (V,q) ein euklidischer (bzw. unitéirer) Vektorraum endlicher Dimension,
f € End(V), so gibt es genau eine Abbildung f*: V — V mit ¢(f*(x),y) =
q(z, f(y)) fiir alle z,y € V. f* heiit die adjungierte Abbildung zu f.

Ist A die Matrixdarstellung von f beziiglich einer Orthonormalbasis, so ist
die Matrixdarstellung A* von f* durch A* = A? fiir k = R, bzw. A* = A!
fiir k = C gegeben.

Beweis: Sei (eq,...,ey,) eine Orthonormalbasis von V. Setze
(@) =2 _alf(e:), 2)es
i=1
Dann ist f* € End(V) und

A @) = D a(afe).2)eiy)

=1
= Q(xv (y))
Ist f € End(V) eine weitere Abbildung mit o(f(x),y) = qlz, f(y)) fiir alle
z,y € V,soist ¢((f* — f)(z),y) =0 fiir alle z,y € V, also f*(z) = f(z) fiir
alle x € V, also f* = f. O

Die Matrixkoeffizienten beziiglich (eq,...,e,) sind fir f* wegen [[6.1] durch
(bij) mit
bij = q(f(ri), ej) = alej, f(ei)) = @y,

gegeben, wobei (a;;) die Matrixdarstellung von f ist.
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16.2 Definition
Sei (V, q) ein euklidischer (bzw. unitéirer) Vektorraum.
1. f € End(V) heiBt normal, falls f*o f = fo f*.

2. f € End(V) heifit selbstadjungiert oder symmetrisch (bzw. hermi-
tesch), falls gilt:

’q(f(u),v) = q(u, f(v))‘ fiir alle u,v € V, d.h. falls f* = f gilt.

16.3 Notiz
1. Jede orthogonale und jede unitéire Abbildung ist normal.
2. Jede selbstadjungierte und jede hermitesche Abbildung ist normal.

Ist V = R™ und <, > das Standardskalarprodukt, so ist A € M(n x n,R)
selbstadjungiert <= A’ = A.

Ist V =C" und (, ) das Standard hermitesche Skalarprodukt, so ist
A € M(n x n,C) hermitsch <= A = A.

16.4 Lemma

Ist A normal, so ist A € C genau dann Eigenwert von A, wenn A Eigenwert
von A* ist und fiir die Eigenréume gilt & = £75.

Beweis: Sei A normal. Dann ist

I(A=Nal? = q((A=Na, (A= Nz

also = € ker(A — \) <= x € ker(4* — \). O

Fiir hermitesche Operatoren gilt sogar:

16.5 Lemma

Alle Eigenwerte einer hermiteschen Abbildung sind reell.

Beweis: Aus f(v) = Av fiir v # 0 folgt:

Aq(v,v) = q(f(v),v) = q(v, f(v)) = q(v, \v) = Aq(v,v)
= A=< \eR. O
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16.6 Lemma

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer normalen Abbildung sind
zueinander orthogonal.

Beweis: Ist Ay # Ao, f(vj) = A\ju; fiir j = 1,2, so ist
Agq(vr,v2) = q(f*(v1), v2) = q(v1, f(v2)) = A2g(v1,v2)

< q(vl,vg) =0. O

16.7 Lemma

Sei f € End(V). Ist U C V ein Untervektorraum und mit f(u) € U fur alle
uwe€Uund Ut :={x € V|qg(z,u) = 0 fiir alle u € U}, dann gilt f*(u) € U+
fiir alle v € U~

Beweis: Fiir alle u € U,w € U™ gilt

0 = q(w, f(v) = ¢(f*(w),u),

also f*(w) € U*+. O
Mit Hilfe von [I6.5], und [[6.7] zeigt man folgenden Satz:

16.8 Satz

Ist f € Endc (V) normal, so besitzt V' eine Orthonormalbasis von Eigenvek-
toren iiber C zu f. Ist A € Endg (V) symmetrisch, dann gibt es sogar eine
reelle Orthonormalbasis von V' von Eigenvektoren von A.

Beweis: Literatur (z.B. Goldhorn, Heinz, Mathematik fiir Physiker I, Ab-
schnitt 7).

Der Beweis ist durch Induktion nach der Dimension von V. Die Idee ist
folgende:

Jede lineare Abbildung f besitzt mindestens einen komplexen Figenwert,
fiir dessen Eigenraum U gilt also f*(U+) C U*. Die Abbildung f*|U* ist
wiederum normal und besitzt also nach Induktionsannahme eine Basis aus
Eigenvektoren. Diese sind aber auch Eigenvektoren von f* und damit auch
von f.
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16.9 Korollar

1. Ist A€ M(n x n,R) mit A® = A, so existiert ein T' € O(n),
sodass Tt - A-T =

A1

A1
, A €R.

Ar

2. Ist A = M(n x n,C) mit A® = A, so existert ein T € U(n), sodass
Tt AT —

A1

A1
, A € R

Ar
3. Ist A € M(nxn,C) normal, so existiert ein T € U(n), sodass T*- AT =

A1

A1
, A e C.

Ar

Beweis:

Sei (v1,...,v,) eine Basis von Eigenvektoren mit Avy = Ajvy ... Av, = A\ovp,
so hat T='AT mit T = (v1,...,v,) Diagonalgestalt wie behauptet. In den
hier behandelten Fillen ist es moglich, (vy, ..., v,) als Orthonormalbasis zu
wihlen. Dann ist T € O(n) bzw. T € U(n) und T~ = T, O
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Sei jetzt A symmetrisch bzw. hermitesch. Betrachten wir die symmetrische
lineare bzw. sesquilineare Abbildung g4, die durch A gegeben ist. Die Tens-
ordarstellung dieser Abbildung beziiglich einer Orthonormalbasis von Eigen-
vektoren ist dann durch eine Diagonalmatrix wie in [[6.9], Punkt 2. gegeben.
Damit sieht man leicht

16.10 Lemma

Ist A € M(n x n,k) symmetrisch (bzw. hermitesch), so ist die zugehorige
bilineare (bzw. sesquilineare) Abbildung ¢4 genau dann

positiv semidefinit, falls fiir alle Eigenwerte \; gilt: A; > 0,
positiv definit, falls fiir alle Eigenwerte A; gilt: \; > 0,
negativ semidefinit, falls fiir alle Eigenwerte \; gilt: A\; < 0,
negativ definit, falls fiir alle Eigenwerte A; gilt: \; < 0
firallei=1,...,r
16.11 Lemma
all ... A1n
Eine Matrix A € M(n xn,C),A= ] : o | mit A* = A,
[07%% B Apn

also a;; = aj; ist genau dann positiv definit, falls fiir die Determinanten

ailr ... alk

aller Hauptabschnittsmatrizen Ay = : S|, k=1, ,n gilt:
agr ... Qgk

det Ay, > 0.

Beweis:

»,=" Ist A positiv definit, so sind alle Figenwerte > 0, also auch det A >
0. Ebenso ist ga |RF x 0 fiir & € {1...n} positiv definit, also auch
detAp, >0firk=1...n.

»<=“ Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n.
Induktionsbeginn: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar.

Induktionsannahme: Die Behauptung sei fiir ein n € N gezeigt.

Induktionsschritt: Sei A eine (n+1) x (n+ 1) Matrix, deren Hauptab-
schnittsdeterminanten alle positiv sind. Nach Induktionsannahme ist
g4 | R™ x 0 positiv definit. Angenommen, es gibt ein v mit g4(v,v) =
—a? < 0. Dann ist v € R” x 0.

Wihle eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren (vy,...,v,) von A,.
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Dann ist (vy,...,v,,v) Basis von R"*1. Beziiglich dieser Basis ist

A1 0 T

A = B : R
0 An  Tn
T ... x, —a?

X — 2 _ |ml? |zn]?
albodetA—)q """ >\n<*a 7/\7177T)
Widerspruch zur Voraussetzung. O

16.12 Beispiel
4 1 2
1 3 0] ist positiv definit:
2 0 2

det A1 =4

detA2:11>0
det A3 =24—-12—-2=10>0

—4 -1 -2
—1 —3 0 | ist negativ definit, denn —A ist positiv definit.
-2 0 =2

16.13 Definition

Sei A symmetyrisch oder hermitesch. Seien A;,j = 1...r die positiven Ei-
genwerte mit Vielfachheit n; und pj;,j = 1...s die negativen Eigenwerte
mit Vielfachheit m;.

Sei R=73"_nj, §=37_;m;. Dann heifit:
R+ S der Rang von A

R — S die Signatur von A

S der Index von A.

16.14 Beispiel

A= (; 3) Wegen det A < 0 hat A einen positiven und einen negativen
Eigenwert. Der Rang von A ist also 2, die Signatur 0 und der Index 1.
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